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1-én kezdődött.
A tagsági díj (Budapesten 10 korona, vidéken 6 korona (az Alapszabá­
lyok VII. 12. §-a szerint az év első negyedében esedékes. Kérjük t. Tagtársain­
kat, szíveskedjenek a tagsági dijat a társulat pénztárnoka: Lévay Ede főgymna- 
siumi tanár (VI., Nagy János-utcza 37.) czimére beküldeni. A múlt évekről 
hátralékban levő t. Tagtársainkat sürgősen kérjük a tagsági díj beküldéséért.
A Math, és Phys. Lapok I. és III. évfolyama már csak nehány teljes 
példányban van meg és csak az egész sorozat megvételével szerezhető be. 
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nával vá ltja k  he.
R en d es ü lé sek . A társulat üléseit rendszerint minden hónap első és 
harmadik csütörtökén tartja a tud. egyetem physikai intézetében (VIII., Eszter- 
házy-u. 3), d. u. fi órakor. Az előadások tárgyát — egy mathematikai és egy 
physikai tárgy — 2- 3 nappal az ülés előtt a napi lapokban kihirdetjük.
A tagajánlások a társulati ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok 
Kövesligethy Radii ügyvivő titkár czíinére VIII., S án d or-u tcza  8. intézendők.
A folyóirat szellemi részét illető küldemények (czikkek, feladatok, kérdé­
sek, stb.) a szerkesztőkhöz küldendők ; a mathematikai tárgyúak Bados Gusztáv, 
IX., F eren cz-k örú t 38. s/„, a physikai tárgyúak pedig Kövesligethy R. 
czime alatt. A reclamatiók, czimváltozások a pénztárnokhoz intézendők.
Igen tisztelt munkatársainkat értesítjük, hogy a választmány határozatá­
ból a szokott 25 különlenyomatot ezentúl üres borítékkal adjuk ; nyomtatott 
borítékot csak külön kívánságra, a megfelelő nyomdai költségek felszámítá­
sával adhatunk.
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ÖSSZEGEZHETŐ TRIGONOMETRIKUS SOROK ÉS 
ÖSSZEGEZHETŐ HATVÁNYSOROK.1
Bevezetés.
Du Bois-Reymond vizsgálatai óta tudjuk, liogy folytonos függ­
vény FouRiER-sorának széttartási helyei mindenütt sűrű halmazt 
alkothatnak. Az összetartás tehát még a folytonos függvények 
FouRiER-sorának sem sajátja.
Az újabb függvénytani irány nem merül ki konvergenczia- 
kritériumok keresésében, hanem a függvény és FouRiER-sora 
között fennálló egyéb kapcsolatok után is kutat. Elsőül Fejér2 
alkalmazta tudatosan ezt a nagy horderejű szempontot e sorok 
elméletében. Ő ismerte fel, hogy a Cesaro3 és Frobenius4 által 
más problémakörökben alkalmazott szummáló eljárás, (mely a 
részletösszegek határértéke helyett ezek számtani közepeinek a 
határértékét vizsgálja), mily nagy fontosságú a FouRiER-sorra 
nézve.
E szummáló eljárással összegezhető széttartó sorok minden­
esetre a legegyszerűbben kezelhető és így legjobban használ­
ható széttartó sorok közé tartoznak. Az ilyen sort röviden 
szummábilisnek, a számtani közepek határértékét pedig a sor 
sztmmajának mondjuk.
1 E dolgozatban közölt eredmények egy része már megjelent a Com- 
ptes Rendus-ben. (7. oetobre 1907.)
2 F e j é r  : Vizsgálatok a FouRiER-féle sorok köréből. Doktori értekezés. 
Matb. és Phys. Lapok 1902.
— Untersuchungen über Fourier’sche Reihen. Math. Annalen 58. k.
3 Cesaro : Sur la multiplication des séries. Bulletin des Sciences 
Math. 14. k. (1890).
4 Frobenius: Ü ber die LEiBNiTz’sche Reihe. Crelle’s Journal, 89. k.
Mathematikai és Physikai Lapok. XIX. 1
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Fejér főeredménye a következő:
Minden véges és integrálható f(x) függvény Fourier-soto a 
függvény folytonossági és elsőfajú szakadó helyein szummá- 
bilis, értéke a folytonossági helyeken f{x), az elsőfajú szakadó 
helyeken pedig $[f(x-\-0)-\-f(x—0)].
E mélyreható tételt azután maga Fejér és Lebesgüe 1 külön­
böző szempontokból jelentékenyen általánosították.
A FEJÉR-féle összegezésnek fontos sajátsága még az is, hogy 
a közepek a függvény folytonossági intervallumaiban egyenle­
tesen konvergálnak a függvényértékek felé, míg, mint ezt 
Lebesgüe 1 2 újabban kimutatta, mindenütt folytonos függvény 
FoüRiER-sora mindenütt összetartó lehet, a nélkül, hogy egyen­
letesen összetartó volna.
A FouRiER-sorok tudvalevőleg olyan specziális trigonometrikus 
sorok, melyeknek együtthatóit a jól ismert FouRiER-féle integrál­
képletek szolgáltatják. Ezeknek a soroknak a vizsgálatánál 
tehát mindig egy előre megadott függvényből indulunk ki. Az a 
priori megadott, összetartó trigonometrikus sorok elméletében 
legfontosabb tételeket R iemann,3 4Cantor 4 és Du Bois-Reymond 5 
adták. Eredményeik tárgyalásunk során mind szóba fognak 
kerülni. Most ezek közül csak egyik legjellemzőbbet, a Cantor- 
féle tételt ragadom ki. Ez igy szó l:
Ha valamely trigonometrikus sor a (0, 2tt) számköz he­
lyein (esetleg egy reduktibilis ponthalmaz6 kivételével) össze­
tartó és összege eltűnik, akkor összes együtthatói is eltűnnek.
1 Lebesgüe : Sur la convergence des séries de Fourier. Math. Ann. 61. k.
2 Lebesgüe : Comptes Rendus, 17. novembre 1905.
8 R iemann : Über die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigo­
nometrische Reihe. Gesammelte Werke. (1876) 213. o.
4 Cantor : Über die Ansdehnung eines Satzes aus der Theorie der 
trigonometrischen Reihen. Math. Ann. 5. k.
5 Du Bois-R eymond : Beweis dass die Coefficienten etc. Abh. der bayer. 
Akad. 12. k. (1875). *
8 Reduktibilisnek az olyan ponthalmazt mondjuk, melynek valamelyik 
derivált halmaza eltűnik.
ÖSSZEGEZHETŐ TRIGONOMETRIKUS SOROK STB. 3
Cantor bebizonyításában R iemann 7 és S chwarz tételeire tá ­
maszkodik.
Láttuk előbb a FouRiER-sorok példáján, hogy a trigonom et­
rikus sorok természetének a szummáló eljárás sokkal jobban 
megfelel, mint a közönséges összeg képezése. Magától kínálko­
zik tehát az a kérdés, hogy vájjon például Cantor tétele eset­
leg széttartó, de szummábilis trigonometrikus sorokra általá­
nosítható-e. Doktori disszertácziójában Fejér e kérdésről még 
szkeptikusan nyilatkozik, mert hiszen az
|  +  cos x  +  cos 1x-\------f- cos nx-\----
széttartó sor szummája a 0 és Sbr helyek kivételével a (0, 27r) 
számköz minden helyén zérus és e sor együtthatói még sem 
tűnnek el valamennyien. A «Mathematische Annalen»-ben azon­
ban Fejér már általánosítja a CantorIóI felhasznált R iemann- 
féle tételt és ez által mintegy előkészíti a kérdésre adandó 
feleletet.
Közös göttingai tartózkodásunk alatt m aga Fejér úr volt 
szíves figyelmemet e tárgyra felhívni, a mit e helyütt is kedves 
kötelességem neki megköszönni.
E dolgozat két részre oszlik. Első részében többek kozott a 
következő tételeket mutatom k i:
Ha valamely trigonometrikus sor bn együtthatóiból ala­
kított
I fl» i 4~ 1 b„ '
_ _  n 2
n= 1
sor összetartó, úgy e trigonometrikus sor szummája a (0 , 2 ír) 
intervallum minden helyén csak akkor tűnhetik el, ha a sor 
összes együtthatói is eltűnnek.
Ha a trigonometrikus sor együtthatói zérus felé tartanak és 
a sor legfeljebb egy reduktibilis halmaz kivételével a (0 , '■Itt) in ­
tervallumban szummábilis és szummája zérus, akkor vala­
mennyi együtthatója is eltűnik.
Tételünk bebizonyítására S chwarz említett tételét kellett 
megfelelő módon általánosítanunk. Eredményünk így hangzik:
l*
4 RIESZ MARCZELL.
Minden folytonos függvény, melynek általánosított második 
differencziálhányadosa is folytonos és általánosított negyedik 
différencziálhányadósa zérus, harmadrendű polinóm.1
Ez az eredmény, továbbá Riemann tételének FEJÉR-féle álta­
lánosítása, majd pedig egy függvényegyenlet megoldása közvet­
lenül első tételünkhöz vezetnek.
A zérus felé konvergáló együtthatójú sorokról szóló állítá­
sunk bebizonyítására még egy egyszerű segédtételt kellett le­
vezetnünk.
E vizsgálatok kapcsán azután Du Bois-Revmond alapvető té­
telének analogonját adjuk, a melyet egy magában is érdekes 
középérték-tétel segítségével bizonyítunk be.
Dolgozatunk második részében az eddigiektől teljesen füg­
getlenül bizonyos hatványsoroknak összetartási körükön való 
viselkedését vizsgáljuk.
Vizsgálataink módot adnak erősen széttartó szummábilis 
sorok képzésére, másrészt a többszöri szummáló eljárás alkal­
mazhatóságára mutatnak rá. Megadunk ugyanis bizonyos hat­
ványsor-osztályokat, melyek a szummáló eljárás n-szeres al­
kalmazásával összegezhetők, míg n-nél kisebb szám nem vezet 
czélra. Ez tudtunkkal eddig még nem történt.
A továbbiakban általánosítjuk eredményeinket arra az esetre, 
mikor a szummálás rendje nem egész szám. Vizsgálataink ezen 
a ponton kapcsolatba jönnek H adamard néhány eredményével.
I. Cantor tétele.
A bevezetésben említettük, hogy Cantor a tételét R iemann 
és Schwarz tételeinek alapján bizonyította be. Riemann tétele 
a következőképen hangzik:
1 Megjegyezzük itt, hogy a másodiknál magasabbrendű általánosított 
differencziálhányadosokra vonatkozólag eddig csupán triviális eredménye­
ket nyertek. Nagyon közel fekvő eredmények még a HARNACKéi is, melyek 
egyenletesen konvergáló sorozatok jól ismert tulajdonságainak egyszerű 
alkalmazásai. (Math. Ann. 23. és 24. k.)
ÖSSZEGEZHETŐ TRIGONOMETRIKUS SOROK STB. 5
Legyen
a0+ a t cos £C+ bt sin x-\----- \-an cos nx-\-bn sin n x +  ••• (1)
oly trigonometrikus sor, melynek együtthatói zérus felé tarta­
nak. A tagonkint való kétszeres integrálással nyert
F(x) = a ° r 1 A 4 4 ,2 ^ /d i 4 ít* (2)
egyenletesen összetartó sor, melyben
A0 — d0, A„ =  an cos nx-\-b„ sin nx,
természetesen folytonos függvényt ábrázol. Ha már most az
(1) alatti sor az x  helyen összetartó és összege fix), akkor a
F  (fic-f-Ti)—%F (x)-\-F (x—h)
=  lim
h=0 4> +  -4
határérték létezik és értéke f(x)A 
Azonkívül minden x  értékre nézve
lim
h=0
F(x-\-h)—2 F (x)+ F  (x—h) 




E tételhez csatlakozik azután Schwarz tétele, mely szerint:
Ha az (a, b) számköz minden helyén valamely folytonos 
Fix) függvény általánosított második deriváltja
1 A (3) alatti kifejezést F(x) általánosított második, differencziál- 
hányadosának vagy általánosított második deriváltjának nevezik. A külön­
böző rendű általánosított differencziálhányadosok képezési módja magától 
világos. Fő érdekességük az, hogy egyszeri határátmenettel vannak értel­
mezve és hogy mindig léteznek, mikor a megfelelő közönséges differen- 
cziálhányados létezik és ekkor a két érték meg is egyezik. Dolgozatunk­





J1 2F (x , h) ,. F (ír+h)—%F{x)-\-F(x —h)
“ p —  =  Í3-------------r r " -----------
akkor F  (x) x-nek lineáris függvénye.
Másrészt Cantor 1 kimutatja, hogy egy tetszésszerinti kis 
intervallumban összetartó trigonometrikus sor együtthatói zérus­
hoz közelednek. Ezeket Riemann tételeivel összevetvén, köny- 
nyen nyerjük Cantor tételét.2
Tegyük fel ugyanis, hogy az (1) alatti sor véges számú hely 
kivételével összetartó és összegül zérust ad. A két idézett tétel 
értelmében világos, hogy a (2) alatti Fix) függvény bármely 
két szomszédos kivételes hely között lineáris. A függvény azon­
ban mint mondottuk, ezeken a helyeken is folytonos, tehát 
végeredményben az F{x) függvény folytonos törtvonalat ábrázol, 
melynek csúcsai az esetleg létező kivételes helyek. Azonban 
ilyen kivételes x  helyre nézve is
]jm F {x+ h)—2F(x)+ F (x+ h ) _  Q 
h= 0 h
F(x-\-h)—F(x) .. F (x —h)—Fix)
hm ---------t---------- - h m ----------- r-------- ,
h=o n a= o —h
tehát az x  abszczisszájú helyen találkozó két egyenes egymás 
meghosszabbitása és így F(x) egyenest ábrázol. Legyen ennek 
az egyenesnek egyenlete
y= cx+ c ',
1 Cantor: Über einen die trigonometrischen Reihen betreffenden 
Lehrsatz. Creli.e’s Journal. 72. k.
— Ü ber trigonom etrische R eihen, Math. Ann. 4. k. Cantor itt azt az 
általánosabb té te lt is kim utatja, hogy, h a
lim  (an cos nx+ bn  sin  n x )= 0
n=  oo
egy intervallum minden helyén, akkor egyszersmind 
limon^O és lim bn=0.
fx n= oo
2 Kronecker szellemesen kimutatja, hogy a tétel bebizonyításában ez 
az eredmény nélkülözhető. Reweis dass eine für jeden reellen Werth etc. 
Crelle’s Journal. 72. k.
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akkor x  minden értékére nézve
A, a r° T b -------- ^ - — ■=cx+c',n
. x* , A. An
A0-^-----c x ~ c  — A 1 +  H------- h
A baloldali rész csak akkor lehet periodikus, ha
A0= c —0.
Tudjuk azonban, hogy a jobboldali sor egyenletesen összetartó 
és így együtthatóit a FouRiER-féle integrál-képletek adják, vagyis
a„ =  0, bn — 0.
Ha a trigonometrikus sor végtelen sok' kivételes helylyel bir 
és ezek reduktibilis halmazt alkotnak, akkor ugyanez a mód­
szer alkalmazható.
A CANTOR-féle tétel általánosítása szummábilis
sorokra.
Említettük már, hogy vizsgálataink oly, esetleg széttartó 
co + ci + c*4-----ht'nd—
sorokkal foglalkoznak, melyekre nézve az sn részletösszegekből 
képezett
lim Sn =  lim
n =  oo n = o o
■s'o+SiH----- j-sn
n + 1
határérték létezik. Megjegyzendő, hogy e határérték mindig lé­
tezik, ha a sor összetartó és ekkor megegyezik a sor összegé­
vel. A FEJÉR-féle eredmények a FouRiER-sorokra vonatkozólag 
megmutatták azonban, hogy ez a szummáló eljárás sokkal 
tágabb körben alkalmazható, mint a közönséges összegképezés. 
E dolgozat további folyamán részünkről is megadunk olyan 
trigonometrikus sorokat, melyeknél összetartásról általánosság­
ban szó sem lehet és a melyek a megadott eljárással mindenütt 
szummábilisek.
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Egyelőre ki akarjuk emelni a szummábilis sorok egy fontos 
tulajdonságát, melyet a továbbiakban folytonosan alkalmazni 
fogunk.
Ha a lim Sn határérték létezik, akkor világos, hogy 
lim (Sn—Sn-i) =  0,
hasonlóképen
n— oo
lim ( Sn Sn- 1 ) — 0,V n 1
innét
lim =  0 (5)
Y l ~  oo ¥ 1
és
lim ün -  lim -  0. (6)
00 W t l =  00 ¥1
Ez a két utóbbi feltétel tehát szükséges ahhoz, hogy vala­
mely sor szummábilis legyen.1
A bevezetésben megemlítettük azokat a szempontokat, melyek 
kívánatossá teszik annak megvizsgálását, hogy vájjon a Cantor- 
féle tétel szummábilis sorokra kiterjeszthető-e. Egyszersmind 
jeleztük a következő két té te lt:
Ha valamely trigonometrikus sor a„, bn együtthatóiból al­
kotott
oo2 +  I b„ (7)
sor összetartó, úgy e trigonometrikus sor szummája csak akkor 
tűnhetik el a (0, °2z) intervallum minden helyén, ha a sor ösz- 
szes együtthatói is eltűnnek.
Ha a sor együtthatói n növekedtével zérus felé tartanak, 
akkor tételünk kimondásában a kivételes helyek reduktibilis 
halmazát is megengedhetjük.
E két tétel az eredeti CANTOR-félére új világosságot vet. Ott 
kivételes helyek létezésénél sem kellett feltenni, hogy az együtt­
hatók végtelen kicsinyek lesznek, mert ez már a sor összetar­
tásából következett.
1 Fejér 1. c.
ÖSSZEGEZHETŐ TRIGONOMETRIKUS SOROK STB. 9
Megjegyzendő, hogy a (7) feltételnek mindig eleget tesz a 
sor, ha létezik két oly szám c és a \a <  1), hogy
\an \ < cn a és j bn | <  cna.
Viszont a 10. oldalon mondottakból következik, hogy, ha sorunk 
az x  helyen szummábilis, akkor
an cos nx+  b„ sin n x  h m -----------------------------=  0.
71 =  oo H
De a szummábilítást az egész intervallumra nézve feltettük és 
igy C a n t o r  egy idézett tételéből következtetjük, hogy mindig
lim =  lim =  0.
n= oo ¥1 n= oo Tí
Látjuk tehát, mely sorok azok, melyekre tételünk nem alkal­
mazható.
Tételeink bebizonyításában R ie m a n n  tételének FEJÉR-féle álta­
lánosítása szolgál kiinduló pontul:
hegyen
a0 +  2  a n cos nx-\- bn sin nx
n = 1
oly trigonometrikus sor, mely az x  helyen a számtani közepek 
eljárásával összegezhető és az f{x) értéket adja. Tagonkint 
négyszer integrálván, az egyenletesen összetartó 1 *
xF (oc) =  a0 + an cos nx-\-b„ sin n x
n= 1
r r






a„ +  2  («« cos nx+ bn sin n x ) , ,
n=i \ nh
nh \ 4
¥ =  f(x).
1 Ha csak felteszszük, hogy
| a» 1 és | b„ | •< kns
í>0 .
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Látni való tehát, hogy csak Schwarz tételét kell megfelelő 
módon általánosítani, hogy a CANTOR-féle tétel keresett ana- 
logonját kapjuk. S chwarz tételének közvetetlen általánosítását 
a következő tételből fogjuk levezetni:
Legyen F(x) oly folytonos függvény, melynek általánosított 
második deriváltja folytonos1 és a melynek a vizsgált inter­
vallum minden helyén van általánosított negyedik deriváltja
<J)(x) =  Hm
h=0
J iF(x)
_  F(x+%li)—iF  {x+h)+6F (x)—&F{x—h)+ F {x—'2ú)
lim
h=0
(oc)akkor a ---- 0 mennyiség az (x0—2h, sc0+2/i) intervallum­
ban felvett 0  értékek alsó és felső határai közé esik2 (I).
E középérték-tétel, mely további vizsgálatainkban alapvető 
szerepet játszik, bizonyos tekintetben a RoLLE-tételre emlékez­
tet. Bizonyításában a következő lemma lesz segítségünkre.
Valamely feltételünknek eleget tevő függvény általánosított 
negyedik differencziálhányadosa pozitív vagy zérus minden 
olyan helyen, melyen a második differencziálhányadosnak mi­
n im um a3 van és negativ vagy zérus minden olyan helyen, 
mely maximumnak felel meg.
E tétel plauzibilis, ha a függvénynek létezik a közönséges 
értelemben vett első négy deriváltja, mert hiszen ekkor a függ­
vény negyedik deriváltja a másodiknak újra második deriváltja. 
De vizsgálatainkban az általánosított negyedik derivált egyszeri 
határátmenettei van értelmezve és nincsen közvetetlen kapcso­
1 Kő nnyű kimutatni, hogy ez akkor egyszersmind közönséges értelem­
ben vett második derivált is.
2 h természetesen úgy van megválasztva, hogy x0—h és x0-\-h a meg­
adott intervallum belsejében legyenek.
3 Minthogy feltételünk szerint ez a második derivált folytonos, tehát 
van maximuma és minimuma.
lat közötte és a második derivált között. Annál érdekesebb 
tehát a fent jelzett tulajdonság.
Lenimánk bebizonyítására szolgál Holder egy tétele,1 mely- 
lyel (I) alatti tételünk teljesen analóg. E szerint:
Ha valamely folytonos F(x) függvénynek egy intervallum 
minden helyén van általánosított második, deriváltja, melynek 
az (x 0—h, x 0+li) intervallumban alsó és felső határa m, ille­
tőleg M, akkor a
J 2F(íc0) _  F{x0+ h)—^F{x0)+ F (x 0—h)
h* ~  ■ 7?
mennyiség az m és M értékek között foglaltatik.
E tételből lemmánk bebizonyítása közvetetlenül folyik. Tegyük 
fel ugyanis, hogy például az x 0 helyen, melyen a második deri­
vált minimum, az általánosított negyedik derivált negatív lenne. 
Ez esetben találhatunk olyan pozitív h' mennyiséget, hogy
F (x0+2.h)—M<’(x0+h)+6F(íJC0)—4!F (x0—h)+ F (x0—%h) ^
h* ’
ha csak
h <  h'.
Innét kis átalakítással nyerjük:
F{x0+2h)—%F(x0)+F{x0—%h) ^  F (x0+ h)—%F(x0)+F{x0—h) 
1/i* <  Ir
így az egyenlőtlenségeknek egy sorozatát kaphatjuk: *24
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1 Holder : Zur Theorie der trigonometrischen Reihen. Math. Ann.
24. k. (183. o.) Lásd még Lebesgue: Sur les series trigonométriques. Ann. 
de l’École. Norm., 1903. (458. o.) és Legons sur les séries trigonométri­
ques. (6. o.)
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F (x 0 +  y )  -  %F(x 0) + f ( x0 -
—  iP  4 n




F ( x o +  -  VF(x 0) + f ( x 0 -  -gn)
< ---< F "(x0).
4  n h?
De £C0-nak van olyan ft" környezete, melyben F '\x )  nem 
vesz föl F"(fl?0)-nál kisebb értéket s így Holder tétele szerint 
kellene, hogy elég nagy n-né\ az
F (* . +  ^ r )  -  *F W + f (*w -  A )
A  F" (X0),
-j— /i24«
összefüggés álljon fenn, a mi fenti eredményünknek ellentmond.
Lemmánkat bebizonyítván, az (I) alatti tétel a következő- 
képen látható á t :
Vizsgáljuk az F(x) függvényt az x0— 2/i0, x 0—h, x 0, x 0-\-h, 
x 0p 2 h  helyeken. Mindig találhatunk olyan P{x) negyedrendű 
polinómot, hogy ezen az öt helyen az F (x)—P (x) = 0 egyenlőség 
álljon fenn. Elemi számítással* 1 kaphatjuk, hogy P{x) ilyen 
alakú
P(x) = x*+ ax3+ bx^+ cx+ d.
1 A vizsgált öt pontban F  (x) és P(x) megegyeznek, tehát ezekre a 
pontokra vonatkozó negyedik differencziahányadosaik is egyenlők. Azon­
ban egy M-edrendű polinóm w-edik differencziahányadósa minden x  és h 
értékre nézve állandó és egyenlő a legmagasabb tag együtthatójának és n 1-nak 
szorzatával. Ebből a megjegyzésből P(x) fenti alakja közvetetlenül folyik.
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Minthogy az F (x)—P(x) függvény az (x0—Q2h, x 0-\-2h) inter­
vallum két végpontján és legalább három belső pontjában el­
tűnik, tehát az intervallum belsejében legalább két maximuma 
és két minimuma van. Azonfölül két olyan pontot, mely maxi­
mális függvényértéket ad, mindig elválaszt egy olyan pont, 
mely minimumnak felel meg és viszont. Maximumnak meg­
felelő helyen az F " (x)—P" (x) függvény negativ vagy zérus, 
míg minimumot adó helyen ez az érték pozitív vagy zérus. 
Tehát ennek a második deriváltnak az (x0—^h, x 0+2h) inter­
vallum belsejében legalább egy minimuma és maximuma van.
Legyen x 1 olyan hely például, melyen az F"(x)—12"(x) kü­
lönbség minimális értéket vesz fel. Lemmánk szerint e helyen 
az F (x )—P{x) függvény általánosított negyedik deriváltja pozi­
tív vagy zérus.
v  ^ [ F ( x t)—P(xJ]  ,. A^FixJ A^PixJ
h m —— — 74-------- =  lim ---------------hm ------ n -1-
£ t=o lt= 0 í = 0
=  lim -  J ‘f W .> 0 .
így tehát
1=0
A ÍF  (x0) P F (x ,)
— ip  =  S  — p  =  0 (Xi)-
Viszont, ha valamely x% helyen az F"(x)—P ”(x) különbség 
maximális értéket vesz fel,
^FiXg)
hl ^  $  ipc%)
és ezzel (I) alatti középérték tételünk teljes egészében be van 
bizonyítva.
Ez eredményből mindjárt a szummábilis sorok Du Bois- 
REYMOND-féle tételét nyerhetnék, a melyből e sorok ÜANTOR-féle 
tétele mint specziális eset adódnék, de tanulságosabbnak tart­
juk az eddig mondottakból előbb S chwarz tételének közvetet- 
len általánosítását levezetni, a melyből azután folyik a dolgo­
zatunk elején kimondott állítás.
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A kívánt általánosítás így hangzik:
Minden folytonos második deriválttal bíró folytonos függ­
vény, melynek általánosított negyedik deriváltja eltűnik, har­
madrendű polinóm.
Fenti tételünkből ugyanis következik, hogy tetszésszerinti 
x 0 és h értékeknél
F  {x0+2li)—4F (x0+h)+GF {x0)—&F{x0—h)+F{x0—Mi) =  0. (8)
így tehát létezik oly harmedrendű polinóm P3(x), hogy a fent 
szereplő öt helyen
K  (x)= F (x)—l\(x )—0.
Ki fogjuk mulatni, hogy ez az egyenlőség azonosan fennáll. 
Egyrészt a fenti interpolácziós képletből közvetetlenül vilá­
gos, hogy
K (x0+nh) =  0, (9)
<n=0, +1, +2, ...)
mert hiszen (8)-nak P3 is eleget tesz és így ugyancsak
K  {x0+ lh )—4Ä {x0+ h)+ 6K  {x0)—bK {x0—h)+
+ K  {x0—2h) =  0. (10)
Elég tehát állításunk bebizonyítását pl. az (x 0—2h, íc0+ 2 h) 
intervallumra elvégezni; a többi intervallumokban teljesen 
hasonló helyzet áll fönn.
Evidens, hogy
K{x0+ ih )—4K i^x0 H— g—j +  6K (x0-\-h) —
— 4A (x 0 9 j +  K  (x0) =  0.
Ezt (9)-czel egybevetve:
Hasonló okoskodással:
- K +  ■y) =  K ( x 0 -  y ) = - K (as0 - ( 11)
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(10) -et újból alkalmazva
K  (x 0 +  -y -) -  4K (x0+K) +  6K +  y ) ~
- I K ( x 0) + k ( x 0- - í ) =  0. (12)
(11) és (12) csak úgy állhatnak fenn együtt, ha
K (*« + x) = K (*«+1) = K (*• - 4) =
=  k ( x 0 - ~ )  =  0. (13)
A felezést tovább folytatván, látjuk, hogy K  eltűnik egy 
mindenütt sűrű ponthalmazban, így tehát folytonossága követ­
keztében mindenütt.
Visszatérhetünk ez előkészítő tételek után a trigonometrikus 
sorokhoz.
Legyen adva az
|  a0-\-a1 cos x-{-b1 sin x-\-a2 cos 2 x - j sin 2a?-)—
trigonometrikus sor, mely a (8) feltételnek eleget tesz s mely­
nek szummája a (0, 27r) intervallum minden helyén kivétel nél­
kül eltűnik. Négyszeri tagonkinti integrálás után oly F(x) függ­
vényt nyerünk, melynek általánosított negyedik deriváltja F e j é r  
idézett tétele szerint mindenütt zérus. Mivel továbbá a (8) 
alatti föltétel következtében az F  (x) függvény második diffe- 
rencziálhányadosa folytonos, tehát iménti tételünkből követ­
kezik, hogy F(x) harmadrendű polinóm és így
ss «0^*+Q » 3+ C,x *+ c:2x +  C3 =  
=  at cos x + b t sin x-\------[- an cos nx-\-bn sin nx
n
A következtetés teljesen a C a n t o r  tételnél alkalmazott min­
tájára mehet. A baloldali nem periodikus résznek el kell tűnnie, 
a miből azután az egyes együtthatók eltűnése következik.
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Az eddig mondottakat most egy példán kívánjuk alkalmazni. 
Vizsgáljuk meg, hogy miért nem alkalmazható okoskodásunk 
pl. a FEjÉR-féle vizsgálatokban fontos szerepet játszó
|  +  cos x-\------|-cos nx-\----
sorra, melynek szummája, mint már említettük, az x  — 2Z»r 
(íc=±l>  ± 2 , . . . )  helyek kivételével zérus.
A tagonkint való négyszeri integrálással nyert
oo
n = 1
cos n x  
n 4
sor tételünk értelmében a (0, 2w) intervallumban egy harmadrendű 
polinóm FouRiER-sora.1 (Tételünk a (0, 27r) intervallumra egész 
terjedelmében alkalmazható, mert ez intervallum belsejében 
nincsen kivételes hely.) így tehát
oo
p ( x ) = - ~ x * + C (>x s+ C 1x*+Cix + C t =  ^  C0SJ ~  • (14)
n=1
Könnyen levezethetjük még a C együtthatók értékeit és 
ez által függvény tani meggondolásainkból néhány sor értékét 
nyerhetjük. Ugyanis P(x), P \x )  és P"{x) FouRiER-sora egyen­
letesen összetartó és így e folytonos függvények az egész (0, Qn) 
intervallumban megegyeznek FoüRiER-soruk értékével, vagyis
Innét
A
P(2tt) =  P(0), P ' (2n) =  P ' (0), P "  (2a-) =  P"  (0).
c ° =  T 2 7r’ C l = ~ 7ä",r*’ =  °-
P "  (0) =  2Ct
(15)




1 Ez természetesen közvetetlenül is átlátható.
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egyenlőséget. A C0, C1, Ct , értékeket ismervén, ugyancsak a 
fenti (14) alatti egyenletből az ismeretes
co
n — 1
egyenlőség is könnyen levezethető. 
Ezek után látni való, hogy a
/ 1
48
7Z o 71 ® , 7Z
12 12 ^  90
002n=1 cos nsc n4
egyenlőség csak a (0, 2tt) intervallumban érvényes. Például a 
(2;r, 4tt) intervallumban a
sor értéke
co
cos n x  
n4n=l
-  -jg (ru-äir)4 +  (:r-2;r)s +  (ar-fe)* +  ^  +  P(x).nTv 12 90
Látni való tehát, hogy előbbi okoskodásunk azért nem alkal­
mazható, mert az eredeti harmadrendű polinóm az x = 0  (mod. %n) 
helyeken áthaladva, más és más harmadrendű polinómokban 
folytatódik.
Másként áll azonban a dolog, ha a vizsgált trigonometrikus 
sor együtthatói végtelen kicsinyek lesznek. Ekkor kimutathat­
juk, hogy a tagonkint való négyszeri integrálásból nyert sor 
szükségképen ugyanabban a harmadrendű polinómban folyta­
tódik a 27t helyen túl is, sőt az egész valós tengelyen; így 
tehát a 17. oldal következtetései itt alkalmazhatók.
Be fogjuk bizonyítani, hogy, ha valamely
a0-\-a1 cos íc+íh sin x-\----- l-o« cos nx-\-bn sin n x -|----
trigonometrikus sor együtthatói n növekedtével minden hatá­
ron túl csökkennek, akkor a tagonkint való négyszeres inte­
grálásból nyert F(x) sorra nézve
Mathematikai és Physikai Lapok. XIX. 2
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.. J*F (,x )
Ilm — P —  =h=0 ll
_  . F(x-\-^h)—&F (x+h)-\-6F (x)—&F(x—h )+ F (x —2Ä) _
' HUI | Q V«
/i=0 h
minden x  értékre. Ránk nézve épen az a fontos, hogy ez az 
egyenlőség teljesen független attól, hogy az illető helyen az 
eredeti sor szummábilis-e.
Tegyük fel egy pillanatra, hogy e tételt már bebizonyítottuk. 
Legyen x 0 az általában szummábilis és eltűnő trigonometrikus 
sorunknak egy izolált kivételes helye. Az F(x)  függvény a




a,x s-Jr btx i + ctx-\-di
alakú poiinómmal egyezik meg. Erre az F{x)  függvényre a 




. axx1 , V 1 an cos nx-\-bn sin n x
FW =  -* T  + 2 j ----------------- n*-----------------
n= 1
sor, mint pedig első és második differencziálhányadosai min­
den helyen folytonosak, a miből azután a
b1 =  bi , Cj =  c2, d1 = di 
egyenlőségek következnek.
Ez eljárást folytatólagosan alkalmazván, ugyanezt az ered­
ményt nyerhetjük a nem izolált szinguláris helyekre is, a mi 
által az 1 0 . oldalon a zérus felé tartó együtthatójú trigono­
metrikus sorokra kimondott tételünk teljes egészében be lesz 
bizonyítva.
Ki kell azonban előbb mutatnunk a (16) alatti egyenlőséget. 
E czélból csak azt a gondolatmenetet kell egy kissé módosíta­
nunk, melyet R iemann az analóg tétel (7. o.) bebizonyításánál 
követ. (Ebből a tételből is egyszerűen folyik állításunk.)
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Tudjuk, hogy
F (x + ih )—iF (x + lh )+ 6 F (x )~  &F(x—2h)+ F (x—4ú)
Oszszuk fel ezt a sort három részre. Az első rész a sor 
minden olyan tagját tartalmazza, melynek indexe kisebb, mint m. 
Viszont ezt az m  számot úgy választjuk, hogy ezen túl an és bn 
kisebbek, mint s. A második részbe azokat a tagokat soroljuk, 
melyekre nézve nh ^  mint egy bizonyos állandó c szám. Végül 
a harmadikba a többi tagot. Világos, hogy, ha h minden hatá­
ron túl csökken, akkor az első rész határolt marad s így 
kisebb, mint egy állandó G szám, a második rész kisebb, mint
£ ~j—, a harmadik pedig
16/i4
a hol
An — on cos nx-\-b„ sin nx.
így tehát
vagyis csakugyan 1
1 Ezt az egyenlőtlenséget a
Ö3
íc=n + i n





Reá fogunk most térni Du B o is - R e y m o n d  tételére, mely a 
trigonometrikus sor összetartásából következteti, hogy F o u r ie r -  
sorral van dolgunk. Mi analóg tételt fogunk megadni szummá- 
bilis sorokra. Du B ö is - R ey m on d  alapvető tételének teljes jelentő­
sége azonban csak a LEBESGUE-féle integrálfogalom bevezetésé­
vel domborodik ki. Ezt az integrálfogalmat röviden jellemezni 
fogjuk.
Mérhető halmazok. A halmazok mérésének problémájával 
először Cantor, majd utána Jordan foglalkozott. A mérték fo­
galmának teljesen általános és pontos értelmezése azonban 
nagyrészt Borel1 2 érdeme. 0  pl. egyméretű halmazok esetén 
ezeket posztulálja:a
Bármely határolt egyméretű halmazhoz tartozzék egy szám : 
a halmaz mértéke, a mely pozitív vagy zérus és a mely a követ­
kező tulajdonságokkal bírjon:
1°. Két egybevágó halmaz mértéke egyenlő.
2°. Ha valamely halmazt csupa különböző pontokból álló 
véges számú, avagy megszámlálható sokaságú halmazból te­
szünk össze, úgy az előbbi halmaz mértéke egyezzék meg az 
utóbbiak mértékének az összegével.
3°. A  (0, 1) pontköz mértéke 1.
Látnivaló, hogy többméretű halmazoknál csak 3°-at kell 
megfelelően helyettesíteni.
L e b e sg u e  «thése»-ében 3 e posztulátumokból kiindulva meg 
is ad egy eljárást, mely tetszésszerinti méretű halmaz mér­
tékének meghatározására alkalmazható. A módszert egyszerű­
1 Borel : Legons sur la théorie des fonctions. (Paris, Gauthier- 
Villars, 1898.)
2 Lebesgue : Legons sur l’intégration et la recherche des fonctions 
primitives. (Paris, Gauthier-Villars, 1904.)
:t Intégrale, longueur, aire. Annali di Matematica 1902.
ség kedvéért egyméretű halmazra írjuk le; a gondolatmenet 
közvetetlenül általánosítható.
Legyen E  oly ponthalmaz, melyet egy I  intervallum teljesen 
magába zár. Zárjuk be a ponthalmaz összes pontjait megszám­
lálható sokaságú intervallumokba. Határozzuk meg ez inter­
vallumok mértékeinek1 összegét, a pedig jelentse ennek az 
összegnek az alsó határát, ha az intervallumokat minden lehet­
séges módon választjuk. így minden halmazhoz rendelünk egy 
határozott számot. Legyen ß az a szám, melyet analóg módon 
az I  intervallumnak az E  halmazon kívül eső pontjaihoz ren­
delünk. Ha a+ ß  egyenlő az I  intervallum hosszával, akkor E-1 
mérhető halmaznak, a-1 pedig az E  halmaz mértékének nevezT 
zük. Könnyű kimutatni, hogy az így értelmezett mérték-fogalom 
a BoREL-féle követeléseknek minden tekintetben megfelel.
Úgy Borel követeléseiből, mint a LEBESGUE-féle szerkesztő 
értelmezésből következik zérus mértékű halmazok létezése (en­
semble de mesure nulle). így minden határolt tartományban 
fekvő, megszámlálható halmaz, pl. egy intervallumban található 
raczionális számok halmaza, zérus mértékű. De ilyen pl. a 
CANTOR-féle, híres, sehol sem sűrű, perfekt halmaz is, pedig 
ennek számossága kontinuum.
Egy vagy több változó f  függvényét akkor nevezzük mérhető- 
nek, ha tetszésszerinti a, b számoknál, azoknak a helyeknek a 
halmaza, melyekben a< .f<b, mérhető. Világos, hogy a folyto­
nos, a monoton s így a korlátolt változású függvények (fonction 
á variation bornée) mind mérhetők. Mérhető függvények soro­
zatának határfüggvénye — ha létezik —  szintén mérhető.
Az integrál értelmezése. Legyen adva az f  mérhető függvény; 
oszszuk be a -oo -tő l +  °°-ig terjedő valós számközt az h 
növekvő számok segélyével megszámlálható sokaságú részre 
(i—oo-től +=°-ig  halad az egész számok során). A közbeikta­
tott számokat úgy választjuk, hogy U+\ — U kisebb marad, 1
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1 Borel posztulátum aiból közvetetlenül világos, hogy bárm ely int«r-- 
vallum m értékét az in tervallum  hossza adja.
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mint 7j. Jelöljük e*-vel azoknak a helyeknek a mértékét, melyekben
<  h+i-
Ezek után képezzük a
co
2  Ußi ~  A
-- 00
végtelen sort. Ez a sor általánosságban nem lesz feltétlenül 
összetartó, de mindenesetre az, ha f  határolt, mert hiszen 
ekkor véges összeggel van dolgunk. Esetleg más függvényekre 
nézve is összetartó lehet.
Tegyük fel, hogy sorunk feltétlenül összetartó és iktassunk 
az li számok közé más számokat. így az A  sort más At sor­
ral helyettesítettük, melyről könnyen igazolható, hogy szintén 
feltétlenül összetartó. Ezt az eljárást folytatjuk úgy, hogy a 
közbeiktatott szomszédos számok különbsége egyenletesen min­
den határon túl csökkenjen. Az így nyert A, A1( Ma, . . .  ösz- 
szegek növekvő sorozatot alkotnak ugyan, azonban mind ugyan­
azon véges határ alatt maradnak. (Kisebbek mint A + tjI, ahol I  az 
/intervallum  hosszát jelenti.) Ezeknek az A összegeknek a határ­
értékét az f  függvény I -ben vett integráljának nevezzük. Mint 
láttuk, ez mindig létezik, ha egy A  sor föltétlenül összetartó. 
Mindama függvényeket, melyeknél ez teljesítve van, Lebesgue- 
féle értelemben integrálhatóknak mondjuk}
Most még bizonyítás nélkül gyorsan felsoroljuk a Lebesgue- 
féle integrál fontosabb sajátságait.
Ha valamely határolt függvénynek RiEMANN-féle integrálja 
létezik, aickor létezik a LEBESGUE-féle is és a másikkal meg­
egyezik. Rövidség kedvéért az integrálható szót ezentúl mindig 
a LEBESGUE-féle értelemben fogjuk használni.
Ha f  integrábilis, y  pedig integrálható és határolt, akkor az 
ftp szorzat integrálható. így tehát bármely integrálható f  függ­
vény FouRiER-együtthatói értelmezhetők. Világos, hogy az in­
tegrálok összeadási tételei szintén fennállanak. 1
1 Evidens, hogy az integrál értéke a beosztás módjától nem függ.
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Ha integrálható függvények határfüggvénye határolt, akkor 
szintén integrálható. Úgy hiszszük, ennek a tételnek a fontos­
ságát fölösleges részletezni. De még többet is állíthatunk.
Legyen adva oly mérhető f \ , f2, . függvények
sorozata, melyek abszolút értékben mind kisebbek, m int egy 
adott K  szám. Ha e függvények az I  intervallumban egy f  
felé konvergálnak, akkor ennek integrálja fn integráljának 
határértéke.
Világos, hogy e tétel, melyet gyakran fogunk alkalmazni, 
akkor is fennáll, ha egy zérus mértékű halmazban az fn függ­
vények nem konvergálnak f  felé.
Du Bois-Reymond tétele.
Cantor tétele szerint egy függvénynek legfeljebb egy össze­
tartó trigonometrikus sorfejtése lehet. E tétel értelmében ez 
a sorfejtés mindig a FouRiEK-féle, ha a függvény FouRiER-sora 
összetartó és a függvényt ábrázolja, de nem létezik-e más ese­
tekben is oly trigonometrikus sor, mely mindenütt összetartó 
és a függvényt elő is állítja?
Dini, Ascoli és P. Du Bois-Reymond foglalkoztak ezzel a kér­
déssel. Az utóbbi a problémát nagy lépéssel előre vitte. Ered­
ményének a bebizonyítását némi tekintetben tökéletesbítették 
Harnack és Holder.
Mi Du Bois-Reymond tételét mindjárt Lebesgue fogalmazásában 
mondjuk ki. Ez a szép fogalmazás az imént ismertetett integrál­
fogalom bevezetésével vált lehetővé.
Ugyanis, ha egy trigonometrikus sor összetartó, akkor az 
ábrázolt függvény mérhető, ha most még felteszszük róla, hogy 
határolt, akkor mindenesetre integráiható is. Az említett tétel 
így szól:
Minden olyan trigonometrikus sor, mely a (0, inter­
vallumban (legfeljebb egy reduktibilis halmaz kivételével) össze­
tartó és ebben határolt függvényt ábrázol, e függvény Fourier- 
sora.
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Du Bois-Reymond álláspontján még a FouRiER-féle együtthatók 
létezését kellett külön feltételezni. Mint Lebesgue megjegyzi, 
tényleg létezik olyan RiEMANN-fe/e értelemben nem integrálható 
határolt függvény, melyet egy összetartó trigonometrikus sor 
mindenütt előállít. Látnivaló, hogy az új integrálfogalom be­
vezetése mennyivel általánosabbá és egységesebbé teszi a tri­
gonometrikus sorok elméletét.
A következőkben Du Bois-Reymond tételének analogonját 
adjuk szummábilis sorok esetére.
Legyen adva egy trigonometrikus sor, melynek a„, bn együtt­
hatóiból képezett
a n 1 d ~ 1 b n  I
rí2 (17)
sor összetartó. Ha a trigonometrikus sor kivétel nélkül szum ­
mábilis és szummája határolt függvény, akkor sorunk e függ­
vény Fourier-sora.
Ha a sor együtthatói n növekedtével minden határon túl 
csökkennek, akkor állításunk még kivételes helyek reduktibilis 
halmazának a megengedésével is érvényben marad.
Első tételünk egyszerű következménye a 12-ik oldalon ki­
mondott középérték-tételnek.
Legyen ugyanis adva oly
Scnzn — 2 (a n+ ibn)zn
alakú hatványsor, melynek valós vagy képzetes része az egy­
ség sugarú kör kerületén szummábilis. Könnyű bebizonyítani, 
hogy ekkor a hatványsor a körön belül összetartó. Ugyanis a 
szummabilitásból kifolyólag
lim -£•*. =  o.
fl=  co  Vb
Tegyük fel, hogy például a valós rész szummábilis. Ez az 
egységkör kerületén a z —ei(f  helyettesítéssel ily alakú lesz :
oo
2  on cos ntp—bn sin mp.
n -0
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Jelentse f(<p) e sor szummáját. Integráljuk még ezt a sort 
tagonkint négyszer és jelöljük az így nyert egyenletesen össze­
tartó sort F(<p)-ve 1.
00
ev„ \ _  ao<Pi i X 1 a« cos rup—bn sin rup 
[<p) — 24  n 4
1
Bevezetjük még a következő jelöléseket:
oo
f  (r, w) =  a0 +  2  r" («n cos ne?—6n sin rup),
í
Látni való, hogy
f  {1, <p) =  f  (<p) és F {i, <p) — F(<p).
Mint tudjuk az F{<p) sor általánosított negyedik differen- 
cziálhányadosa minden helyen az illető f(<p) érték. F(<p) má­
sodik differencziálhányadosa folytonos lévén, a
AlF{<p,h) 
h* ~
F{(p-\-9,h)—\ F  (<p-\-h)-{-6F (<p)—4_F’(^—<■ / /)+ F(<p—2/t)
1 ?
( 18)
mennyiség a 12-ik oldal tétele szerint az összes tp és h érté­
kekre nézve a kerületi f{<p) függvény alsó és felső határa kö­
zött fekszik. Azonban egy meghatározott h értéknél a
J*F(r , <p, h)
1? ~
F(r, <0 + 2 /;)—4F(r, ip+ h)-f-6F(r, <p) —4F(r, <p—h)-\-Fir, <p—2/i)
~ h 4“
harmonikus függvény értékkészlete e függvény kerületi értékei­
nek, vagyis a ^  ^  mennyiségeknek alsó és felső határa s
így az előbbiek szerint az f(<p) függvény alsó és felső határa 
között fekszik.
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AiF(r, '<p, h) 
hi
fííF (r, <p)
=  f(r> <p\
így tehát ugyancsak az összes f(r, <p) értékek az f(<p) kerü­
leti függvény alsó és felső határa között foglaltatnak.
Ha most felteszszük, hogy f(<p) határolt, akkor f{r, (p) is 
minden r és <p értéknél az. Ekkor tehát Lebesgue egyik idézett 
tétele értelmében
in in
—  f  f  (<p) cos rupdup =  lim — í f(r, (p) cos mpátp =  lim (/„r1 
7t J  r=j n  J  r=i
Vagyis
í n J  a” — ~ j  f  (?)cos ntpdcp,
6 o
2 n
bn — —  I f  (<p) s\nn<pd<p.
71 J
Egy másik bizonyítást is adunk, mely azután kivételes helyek­
kel biró függvényekre is általánosítható lesz. Egyelőre fel­
teszszük, hogy ilyen kivételes helyek nincsenek. Ki fogjuk 
mutatni a következő té te lt:1
Ha a folytonos (D függvény általánosított második differen- 
cziálhányadosa F  szintén folytonos, negyedik általánosított 
differencziálhányadosa pedig mindenütt létezik és határolt,, 
akkor
X  6
F(x) =  J J f(t) dtdO-\-Ax+B, 
o o





~ V =  f ( x ) ,
1 A bizonyítás lényegében követi Lebesgue gondolatm enetét, melyet 
ő egy analóg té te l bebizonyításánál alkalmaz.
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tehát — ^fa*’ ^  minden x  és h értéknél határolt s így, ha
(P egy határozatlan integrálját ^-gyel, ennek egy határozatlan 
integrálját pedig 02-vel jelöljük
lim
h= 0






(x, h) J ’‘0 , (0, h) Ai0 1 (0, h)
h4
X 0
= j  j  f{t) dtdO.
\F x
0 0
Világos, hogy az első két határérték létezik, mert két­
szer differencziálható függvény kétszeres integrálja lévén, bir 
közönséges értelemben vett negyedik differencziálhányados- 
sal is. A jobboldali integrál is létezik, tehát a baloldali har­
madik határérték is létezik.
Másrészt evidens, hogy
z/4<A (x , h) . . „  . ,hm ------------- = <P (x) =  F  (x)
s így csakugyan ered
F{x) = j  jf{t)dtdO + Ax-\-B .
Térjünk most vissza f i x ) eredeti jelentéséhez. Legyen f  (x) 
egy a FEJÉR-féle eljárással összegezhető trigonometrikus sor :
f  (x ) =  a0-\-ax cos x-\-b1 sin x-\------\-an cos nx+ b„  sin n x -1----
és
anx
0{SB)= U +  ••• +
akkor
Fix) =  (p" (x) =
ctn cos nx-\-bn sin nx
an cos nx-\r bn s in nx  
® 'n +  •
a (17) feltétel szerint szintén egyenletesen összetartó. H asz­




2 n x  6
~  f  J* f f  (f) cos nxcltdOdx —
b ó o
2n x  0
— =  -^ - j J  J  f  (t) sin nxdtdOdx +  - ~a° -  .
71 o ó o n
(«> 0)
Könnyen kimutatható, hogy az integráczió sorrendjét meg­
változtathatjuk és így nyerjük
ín ín
— f  f  (t) cos n td t+ 2,71 «./ k  ^  f  fit) dt »0 6
2 n 2 n
1 C 1 r "— J f(t)s in n td t—n 2zrö0----— J f(t) (27t—t) dt
«/ L. 7£ «>o o
Tudjuk, hogy sorunk szummabilitásából következnek a
lim —  = 0  és lim -^ - =  0
Y l =  oo W  Y í=  oo ^
egyenlőségek.
Minthogy a b„ kifejezésében szereplő első integrál zérus 
felé közeledik, a most mondottakból világos, hogy
ín
2,7ta0 -  — I f(t) (Sár—í) dt =  0.
71 J  0
Másrészt természetesen az an kifejezésben szereplő első integrál 
szintén zérus felé közeledik. Ha tehát az an-ben előforduló 
zárójeles kifejezés nem zérus, akkor an egy elég nagy w-től 
kezdve állandó előjelű és abszolút értékben nagyobb egy bizo­
nyos számnál s így sorunk a zérus helyen nem lehetne szum- 
mábilis. így tehát végül
f!
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2*
dt,x" = é f  f {t]
0 271
1 r




Ha a sor együtthatói zérus felé tartanak és a sor a (0, 2jt) inter­
vallumban egy reduktibilis halmazban nem szummábilis, vagy pe­
dig szummája ezekben a pontokban nem marad a véges határok 
között akkor minden intervallumban, mely ilyen helyet nem tartal-
talmaz, a (P{r) függvény az a„x'U
„  an cos nx+  bn sin nx  - V --------------- :-------------  sortoln*
legfeljebb egy harmadrendű pobnómban különbözik.
dié> (x)A lim ----rg—  =  0 segédtételből azonban következik, hogy
h=o n
ezek a harmadrendű polinómok mind megegyeznek s ekkor 
már az ismert eljárás alkalmazható.
Néhány megjegyzés.
A következőkben eddig nyert eredményeink általánosságát 
teszszük bírálat tárgyává.
J. Mint ismeretes, ha az
a0+<h cos x-\-bt siníc-j-----\-an cos nx-\-bn sin n x -\—
sor egy intervallumban szummábilis, akkor fennállanak a sok­
szor felhasznált
lim -^ - =  0 és lim -^ - =  0
n =  oo Yl n — co ^
egyenlőségek. Többnyire azonban még azt a megszorítást is 
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sor összetartó. Látnivaló, hogy bizonyításunkban ez az utóbbi 
megszorítás mindenesetre elegendő, de nem szükséges feltételt 
képez. Vizsgálatainkban csak az szükséges, hogy a
oo2
n=  1
an cos nx-{-bn sin nx  
n4 (22)
sor által ábrázolt függvénynek határolt és folytonos második 
differencziálhányadosa legyen. A második differencziálhányados 
mindenesetre «mérhető függvény», tehát, ha határolt, akkor 
integrálható is és így van Fourier sora. Parcziális integráczió- 
val nyerhetjük, hogy e sor együtthatói
« » = - - ^ r  éS ßn =  ~ l £  (22'}




(at cos x-\-ß1 sin x)
+  («n cos nx-'rßn sin nx)
sin nh V2 
nh I (23)
hol an-nek és /?„-nek a (22') alatti jelentés tulajdonítandó. így 
tehát egészen általánosan a következő kérdést vethetjük fel: 
Milyen feltételt kell egy FouRiER-sor együtthatóinak teljesíteni, 
hogy a sor a RiEMANN-féle eljárással összegezve folytonos függ­
vényt szolgáltasson?
Néhány egyszerű meggondolással átláthatjuk, hogy ezzel tel­
jesen egyenértékű a következő kérdés:
Adva lévén az a0, alt bt , . . .  , a n, bn, . . .  számok sorozata, 
mi annak a szükséges és elegendő feltétele, hogy ezek vala­
mely folytonos függvény Fourier-/c7c együtthatói legyenek?
Erre látszólag könnyű válaszolni. Holder tételéből (13. o.) 
következik például, hogy ez a szükséges és elegendő feltétel, 
hogy (23) h kisebbedésével minden x  helyen egyenletesen kö­
zeledjék valamilyen érték felé. Avagy a bevezetésben mondottak
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alapján szükséges és elegendő feltétel, hogy a FEjÉR-féle össze­
gek egyenletesen konvergáljanak.
Azonban mindkét állítás tulajdonképen végtelen sok feltételt 
tartalmaz. Olyan egyszerű alakú feltételnek a szerkesztése, mely 
egyedül az együtthatókat, nem pedig az x  változót is tartal­
mazza, egyelőre nagy nehézségekbe ütköző, de rendkívül érde­
kes probléma.
II. A (21) alatti megszorítás még úgy is eliminálható lenne, 
ha kimutatnók, hogy vizsgálatainkhoz a második (általánosított) 
diíferencziálhányados folytonosságára nincs szükségünk. így 
például, ha a Schwarz-féle tétel analogonja helyébe a követ- 
kéző tételt tehetnők: Minden folytonos függvény, melynek álta­
lánosított negyedik differencziálhányadosa azonosan eltűnik, 
harmadrendű polinóm.
Az a függvény, mely
ha x ^ O  
és
=  —x* « x<iO
jó ellenpéldát szolgáltat. E folytonos függvénynek általánosított 
negyedik differencziálhányadosa mindenütt eltűnik, sőt első 
differencziálhányadosa is folytonos; általánosított második diffe­
rencziálhányadosa mindenütt létezik, de az x = 0  helyen szaka­
dása van.
Ez a példa világosan mutatja, hogy az általánosított máso­
dik diíferencziálhányados folytonosságára vonatkozó megszorí­
tásunk szükséges volt.
Hasonló következik egyéb differencziálhányadosokra, de ennek 
részletezésére nem térünk ki, mert ez nagyon messze vezetne 
tulajdonképeni vizsgálatainktól.
III. Szóltunk eddig a RiEMANN-féle és FEJÉR-féle szummálás- 
ról. Megvizsgáltuk, hogy mit következtethetünk egy trigonomet­
rikus sor együtthatóira, ha ez eljárások valamelyike a sor 
összegéül zérust ad. Nem tárgyaltuk ily értelemben az ú. n. 
PoissoN-féle szummáló eljárási. Láttuk előbb, hogy az
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f(<p)=a0-\-aí cos tp+ 6 , sin <p-\----- \-án cos n<p+&„ sin n<p-\----  (24)
trigonometrikus sorhoz képezhetjük az
f{r, tp) =  a0+ (at cos <p+bí sin tp)r-\------f-
+(ffln cos n<p+bn sin n<p) rn-\----  (25)
sort,1 mely minden r <  1 értéknél összetartó például akkor, ha 
sorunk valamely f{<p) függvény Fodrier sora.
Vagy például összetartó, ha találhatunk olyan (valós) k szá­
mot, hogy
lim =  lim =  0.
n — oo f i  n= oo 'll
Ha a trigonometrikus sor egy <p helyen összetartó, és r  1-nél 
kisebb számokon 1 felé tart, akkor A bel klasszikus tétele 
szerint
lim f(r, <p) =  f  {tp). (26)
r=  1
A baloldali határérték azonban, mint jól tudjuk, akkor is 
létezhetik, ha a sor széttartó. (így például, mint Frobenius ki­
mutatta, mindig létezik, ha a számtani közepek módszere czél- 
vezet.) Minden ilyen esetben Poisson, ki a (25) alatti sort 
a FouRiER-sorral kapcsolatban vizsgálta, a (26) határértéket az 
f{tp) sor összegének tekinti. Ezt a sugár menti szummáló eljárást 
fogjuk PoissoN-féle szummálásnak nevezni.
Érdekes volna problémáinkat ebben a megvilágításban is 
részletesen megvizsgálni.
Előbbi vizsgálatainkból önként folyik a következő állításunk: 
Ha az f{<p)-hez tartozó
^0+(^i cos sp-j-íh sin <p) r-\------\-(an cos n<p-\-bn sin n<p) rn-j—
harmonikus függvény az egységkör belsejében «határolt» és 
kerületi helyek felé a sugáron haladva, ezekben legfeljebb egy
1 Tudvalévő, hogy az ilyen f ( r ,  <p) sor harmonikus függvényt ábrázol 
és hogy viszont minden harmonikus függvény felírható ebben az alakban.
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zérus mértékű halmaz kivételével határértékül zérust ad, akkor 
az an, bn együtthatók is eltűnnek s így a függvény azonosan 
zérus.
Ez a tétel magában foglalja (kör esetén) a harmonikus függ­
vények egyik alaptételét, mely szerint, ha a harmonikus függ­
vény a kerületen eltűnik, akkor a görbe belsejében is eltűnik. 
U. i. abból, hogy a kerület minden pontja felé tetszésszerinti 
úton közeledhetünk, a függvény határolt volta egyszerűen követ­
kezik.
Bebizonyítása a LEBESGUE-féle integráltételek alapján úgy 
történik, mintha 26-ik oldal tételéé.
Az
' i —z — ^=  —
függvény valós része,
|  +  r cos <p-\------\-rn cos n<p-\—
(z = reW),
mint tudjuk, a z = l  hely kivételével az egységkör kerületének 
minden helyén határértékül zérust ad, de a függvény, mint 
látjuk, még sem tűnik el identikusán.
Sőt szerkeszthető oly el nem tűnő függvény, mely egy kör 
belsejében harmonikus s a kerületi helyek felé a sugáron 
haladva határértékül kivétel nélkül zérust ad.
Ilyen függvény például az
x*+y*—í =  0
egységkörben
„ _  V x* + y‘- í
( x - V f + y *  ' ( x - i f+ y *  '
(Látni való, hogy ez a függvény az
x = \ ,  y =  0
hely környezetében csak a valós tengely mentén marad hatá­
rolt.) Ezt a példát H o l m g r e n  úr szóbeli közlésének köszönöm
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Az x , y koordinátákat az r, <p polárkoordinátákkal helyette­
sítvén, oly trigonometrikus sort kapunk, melynek összegét a 
PoissoN-/i:7e szummáló eljárás kivétel nélkül zérusban állapítja 
meg és a sor együtthatói még sem tűnnek el valamennyien.
Ez a példa azt mutatja, hogy, ha a CANTOR-féle tételt a 
PoissoN-féle szummálás esetére akarjuk általánosítani, szintén 
kell sorunk együtthatóira megszorítást tenni. Mint láttuk, alkal­
mas megszorításhoz jutunk, ha felteszszük, hogy a sorhoz tar­
tozó harmonikus függvény határolt. Ehhez, mint Fatou meg­
jegyzi, szükséges, hogy a sor együtthatóinak négyzetösszege
l a l + b l
összetartó legyen. Könnyen átlátható, hogy a határoltság elej­
tésével ez az utóbbi megszorítás is elegendő a CANTOR-féle tétel 
általánosítására. Mint Riesz F.1 kimutatja, ez az utóbbi felté­
telünk akkor és csak akkor van kielégítve, ha trigonometrikus 
sorunk egy integrálható és integrálható négyzetű függvénynek 
FoüRiER-sora.
II. Hatványsorok összegezhetősége az összetartási
körön.
Tudvalévő, hogy léteznek olyan hatványsorok, melyekre nézve 
az összetartási kör valamennyi helye szinguláris, a melyeknek 
tehát ez a kör természetes határát képezi és a melyek mind­
ennek daczára a kör egész kerületén összetartok. Viszont pél­
dául az
- J —- =  1 +z+z*-\----bsn+---l  — z
függvénynek az egységkörön (és az egész síkban) egyetlen szin- 
gularitása z — 1 és a sor az egész körön széttartó. Látjuk tehát, 
hogy egyes esetekben a körön lévő szingularitások mennyire 
befolyásolják a szabályossági helyeken is a sor összetartását.
1 F. Riesz: C.  R .  11 mars 1907. — Götting. Nachr. 1907.
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Az esetek sokféleségébe új szempontot visz Fatou 1 egy 
érdekes tétele:
Minden
c0+ c1z+ c tzi +---
hatványsor, melynek együtthatói zérus felé tartanak és a mely­
nek összetartási köre az egységkör, e kör kerületének minden 
szabályossági helyén összetartó.
Másrészt könnyű átlátni, hogy F atou  feltétele egyszersmind 
szükséges is ahhoz, hogy a sor az egységkör összes szabá­
lyossági helyein (ha ilyenek egyáltalában léteznek), összetartó 
legyen.- (8. o.)
Az a feltételünk, hogy az összetartási kör sugara az egység, 
a tétel alkalmazhatóságát természetesen nem szorítja meg. 
Ha ugyanis az együtthatók zérus felé tartanak, akkor az össze­
tartási kör sugara ;> 1. Általánosságban, ha a sugár véges 
és =j=0, akkor a hatványsorból egyszerű átalakítással oly sort 
nyerünk, melyre F a to u  tétele köz ve tétlenül alkalmazható.
A továbbiakban mindig felteszszük, hogy a vizsgált hatvány­
sor összetartási sugara az egység.
Ha a fenti tételben szereplő
c0+ c 1z + c 1z2+---
sort differencziáljuk, a
lricnzn~l =  !C nzn
sort nyerjük, melynek jellemző tulajdonsága, hogy benne
lim ^  =  0.
n= n
Az ilyen sorokra általánosságban F a tou  tétele természetesen 
már nem alkalmazható és e sor az összetartási kör minden 
szabályossági helyén is divergens lehet. Az ilyen sorok azon­
ban a számtani közepek módszere szerint összegezhetők az
1 Fatou : Séries trigonométriques et séries de Taylor. Acta Math. 
30. k. (389. o.)




összetartási kör minden szabályossági helyén. Ki fogjuk ugyanis 
mutatni a következő általános tételt.
A
lim £  =  0 (27)
TL— oo ¥1
(k= 1, 2,3,...)’
egyenlőség szükséges és elegendő feltétele annak ',85 hogy valamely
------h CnznH—
sor a számtani közepek módszerének k-szoros alkalmazásával 
az összetartási kör minden szabályossági helyén összegezhető 
legyen. Ekkor azután ez az összeg F r o b e n iu s ,1 illetőleg H o l d e r  2 
tételei szerint az illető helyhez tartozó függvényértéket meg 
is adja.
Állításunk bebizonyításában Fatou fenti tételére támasz­
kodunk.
Legyen először k —1, vagyis a
C0 +  Ctz + C2s2 H-----f- Cnzn -j—
hatványsorban
lim —  =  0. (28)
Y l—  oo ^
Legyen pl. z = 1 a függvény szabályossági helye. Okoskodá­
sunk általános lesz ugyan, de egyszerűség kedvéért csak erre 
a helyre végezzük.
A hatványsor közvetetlen folytatását az által képezzük, hogy 
az összetartási kör belső helyei körül új sorbafejtéseket esz­
közlünk s így a hatványsor által értelmezett analitikai függvény­
nek új elemeit nyerjük. Ezeknek az elemeknek összetartási 
körei oly tartományt borítanak be, melynek helyeihez a köz-
I, „
1 Ha a (27) alatti egyenlőség nem áll fenn, de a mennyiség véges
határok között marad, akkor a további vizsgálatokból könnyen kimutatható, 
hogy a k-adrendű számtani közepek is véges határok között maradnak.
2 Holder : Grenzwerthe von Reihen an der Convergenzgrenze. Math. 
Ann. 20. k.
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vetetlen folytatásból nyert különböző függvényelemek ugyanazt 
az értéket rendelik. A jelzett módon értelmezett, tartományunk­
ban egyértékű analitikai függvényt /'(z)-vel jelöljük.
Egyszerűség kedvéért felteszszük még, hogy
f  (1) =  f  (1) — 0. (29)
Ezt egy alkalmasan megválasztott lineáris kifejezés levoná­
sával mindig elérhetjük, viszont világos, hogy a sor kezdőtag­
jainak a megváltoztatása a szummabilitáson nem változtat 
Ezek után egy egyszerű számítás czélra vezet.
A sor részletösszegei a z=  1 helyen
s0 C0, Sj Cq d~ Cj, . . . ,  sn Gq d~ ■ * * d- , • *.
Ezek számtani közepei
c  „ c _ ■l'od- ^  i d hsn
°o — • i °n — n-\-\
Könnyen levezethetők az
s0+ s ,z d ------t-s„snd ----= 1—z
so + ( so + s i) 2 d-------K S o-M id----- M n)2" d—  =
fjz)
(1 - Z ) * ’
.S0zd-,S1z2d-----b<Snzn+1d— =  j ' fiz )( i - z y
dz,
<S0zd-(<S1—-S0)z2d-----h(<Sn—Sn_i)zn+1d-----= (1 —z) f  dz (30)
b
azonosságok, a melyekben
|z | <  1
és a melyekben az integrálást is az egységkörön belül végez­
tük. Másrészt (29) alatti feltételünk szerint az f(z) függvény 
-a z=  1 hely környezetében így fejthető sorba:




függvény, (az integrálást megfelelő úton végezvén), a z = l  hely 
környezetében szintén szabályosan viselkedik. Vagyis, ha még 
kimutatjuk, hogy a
lim (Sn—Sn- 1) =  0
egyenlőség fennáll, akkor F a t o u  tétele alkalmazható a (BO) hat­
ványsorra és így e sor a z = l  helyen összetartó. Ez más szó­
val azt jelenti, hogy az
So+OSi—S0)-Jr(Si—Sj)+".-+(<Sn—*S«—i)-f— — lim Sn
n=  oo
érték létezik, vagyis sorunk tényleg szummábilis a z = 1 helyen. 
A
lim (Sn-Sn-i) =  o (31)
egyenlőség azonban egyszerűen következik a
lim —  =  0
n =  co 7Z
egyenlőségből. Ugyanis
Sn—Sn-11 — Spd h s« - i~ t~ s w _  s o~l--------l~Sw-in -\-1 n
« (« + 1 ) Yl~\~ 1 
Sn—1 |
<
<  |s J  +  ~ i -  +  - +  « - )
n n + 1
Az első mennyiség azonban az
(32)
|S0 |, 1 ’ 2
mennyiségeknek számtani közepe s így egy ismeretes tétel 
alapján látni való, hogy (31) a (32) egyenlőségből csakugyan 
folyik. így tehát most már csak a
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lim =  0
n=  oo TI
egyenlőséget kell igazolnunk.
A
< p ( z ) = y , ^ Zn = £ c nZ»=: CM z Co-dz—  n  1 J  z
i  o
hatványsor szabályossági helyei ugyanazok, mint az f(z) függ­
vényéi, tehát z = l  a <p(z) függvénynek is szabályossági helye. 
Másrészt azonban a (28) alatti
lim cn =  lim —n- =  0
n =  oo n =  oo %
föltételből F atou  tételének újból való alkalmazásával követke­
zik, hogy a <p{z) hatványsor a z = l  helyen összetartó. Mint 
tudjuk, minden összetartó sor a számtani közepek módszeré­
nek alkalmazásával szummábilis is és a szumma megegyezik a 
sor összegével.
Legyen
° n  =  co +  Ci d -------- b c n .
akkor a
lim O^ +  ^ lH------hffn-ln =  limn =  co co + ciH------t“Cn-
<Y4-2cad------ \-nc,
n - )




lim (co + cx~l------_  jjm (Cp+CiH--------------HCn) _  q
n=  oo ^  n =  ^
vagyis (32) tényleg fennáll. Természetesen ez az egyenlőség 
nemcsak a z —1 helyre, hanem az összetai’tási kör valamennyi 
szabályossági helyére vonatkozik.
Ha k >  1, akkor a már jelzett módon fc-ról fc+l-re való
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következtetéssel és a következő segédtétel alkalmazásával mu­
tathatjuk ki állításunkat:
Ha valamely
Cq+ C jZ+CjZ-H----- 1- Cnzn■ ■ •
hatványsorban
lim =  0,
* 2 = o o  '  V
(k pozitív egész szám),
akkor az összetartási kör tetszés szerinti szabályossági helyén 
képezvén a sor sn részletösszegeit,
lim ~nF =  0' (33)Y l =  co t v
A
lim —Jr — 0aiK
Y),= CO '  i
feltétel egyszersmind szükséges ahhoz, hogy a hatványsor az 
összetartási körnek legalább egy, a számtani közepek módsze­
rének /(-szoros alkalmazásával összegezhető legyen. Fennálla- 
nak ugyanis a következő tételek:
Ha egy
C0 + C1 + C2H------ ----------
numerikus sor a számtani közepek módszerének k-szoros alkal­
mazásával szummábilis, akkor e sor a„ részletösszegei szük­
ségképen kielégítik a
l im - ^  =  0 (34)
n — 00
egyenlőséget. Ebből következik, hogy a
egyenlőség is szükséges feltétele a mondott összegezhetőségnek. 
a miből előbbi állításunk közvetetlenül folyik. Természetesen 
a részletösszegek különböző rendű számtani közepeire vonat­
kozólag is fennáll a (34) alatti összefüggés.
A mondottakból egyszerűen folyik még a következő tétel, 
melynek egy specziális esetét már e dolgozat elején adtuk. (11. o.)
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Ha valamely
«o+ttj cos x + b ± sin x-\------\-an cos nx-\-bn sin nx-\----
trigonometrikus sor egy intervallumban a k-adrendű számtani 
közepek segítségével összegezhető, akkor
lim =  lim
n=  co M n=co
(35)
Ebből is kiviláglik, hogy a hatványsorokra vonatkozó tételünkben 
lim — 0 csakugyan szükséges feltételt képez.
Összegezés tetszésszerinti valós kitevő esetén.
Mindeddig a vizsgálatainkban szereplő k számról feltettük, 
hogy pozitív egész szám, illetőleg, ha nem volt az, helyettesí­
tenünk kellett egy nála nagyobb egész számmal.
A továbbiak egy tetszészerinti valós k számra vonatkoznak,
1
abszolút értéke minden valós A-ra nézve 1 lévén, komplex
kitevők bevezetése nem bír érdekkel. A következő kérdést vet­
hetjük fe l: Értelmezhetünk-e az eddigi eljárásokhoz hasonlóan, 
egy tetszésszerinti k valós számnak megfelelő összegező el­
járást és a megfelelő esetben czélra fog-e ez vezetni?
Világos, hogy a számtani közép fogalma nem vihető át köz- 
vetetlenül. Azonban egy más összegező eljárás, mely a közép- 
érték-képezéssel sok tekintetben analógiát mutat, általánosít­
ható lesz.
Legyen adva az
a o ~ f a i~\-------- h«nH-----
sor. Bevezetjük a következő jelöléseket:
a o + a tH-------- Ha n =  Sn\
S<o-+ S <o,+  . . . +Sko, =  jSa)
és általánosan
s< r i,+ s < r i,+ - - - + s (r 1) =  sir'. (36)
Ha még az részletösszegek számtani közepét s^’-gyel,
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ezek számtani közepét s®-vel jelölvén, általánosan alkalmaz­
zuk az
S(or_1) +  s(i>" '1) + • • • + s(r_1)
«S* =  ---------- ^ --------- —  (37)
jelölést, akkor mint K n o p p  1 kimutatja, a
limsö') (38)
n= °°
határérték létezéséből mindig következik a
lim S T  (39)
határérték létezése, (de nem megfordítva). Ez az érték azután  
az előbbivel meg is egyezik.
Világos, hogy az értékek a következő egyenlőséggel is 
értelmezhetők :
2  Sí?’®» =  ( z r ^ y 1 2  anx". (40)
\x \  <  1
Ez azt a gondolatot keltheti, hogy ezeket az összegeket 
tetszésszerinti y értékre nézve is definiáljuk. (A 89-ik oldalon 
adtunk egy integrálelőállítást, mely az első számtani közép 
értelmezésére alkalmas. Ennek megfelelő átalakításával képez­
hetnék az általánosított CESARO-féle összeget is, de ennek keze­
lése nagyon bonyolult.)
Tetszésszerinti y esetén ugyancsak a fenti
2  SftV  =  ( - --- -- 2  anXn (41)
egyenlőséggel értelmezzük S^’-t, a honnan rögtön következik:
o(y)_p(y+ö „ _____  \ ’ \-n 4-j-l)
” - . £ " « - «  ai r ( r + i ) r ( n —i+ i) ai( (42)
a hol B(/ +1) a megfelelő binomiális együtthatót jelenti.
1 Knopp : Grenzwerthe von Reihen bei der Annäherung an die Con- 
vergenzgrenze. Inauguraldissertation. Berlin, 1907.
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Knopp kimutatja,1 hogy ha egy tetszésszerinti ?-> —1 ér­
tékre nézve
létezik, akkor e határérték ugyancsak létezik minden nagyobb 
y értékre nézve és az előbbivel megegyezik. Ez a tétel képesít 
bennünket egy sor határozatlansági fokának pontos értelme­
zésére. Ha ugyanis egy bizonyos y>  — \ értékre nézve a fenti 
határérték létezik, akkor mindig található oly y0^ i— hogy (43) 
minden ^>^0-ra nézve létezik, és sohasem létezik, ha — 1 <; 
Y < Y 0 . Knopp ezt a számot az
sor «Oscillationsgrad »-jának nevezi és erre vonatkozólag álta­
lánosítja CESARonak egy jól ismert tételét.
Mi most a következő tételt fogjuk kimutatni:
egyenlőség szükséges és elegendő feltétele annak, hogy a
hatványsor összetartási körének minden szabályossági helyén 
létezzék a
határérték.
Először feltételünk elegendő voltát fogjuk kimutatni. Legyen 
tehát tényleg adva egy
1 Knopp : Multiplication divergenter Reihen. Sitzungsberichte der





(fc -1, -2, .. .)
F  (z) == C0+ C 1z + C 22 a+ --'+ C n2:MH— (44)
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hatványsor, melyben
lim Cnnk =  0.1
Tegyük fel egyelőre, hogy
k >  0.
Azonfölül, minthogy egész szám esetére a tétel már be van 
bizonyítva, feltehetjük, hogy k nem egész szám és így legyen
[i—2<& </z—1, (45)
a hol n egész számot jelent. Integráljuk a sort tagonkint /z-ször. 
Az így nyert
0(z) =  Doz't -\-D1zil+H----- f-AiZn+fl+ " -  (46)
sor együtthatói kielégítik a
lim n>l~kDn =  lim — - 0 (46')
n= oo n= oo ^
egyenlőséget s minthogy /z—Zc>l, tehát ez a sor az össze-
tartási kör kerületén feltétlenül és egyenletesen összetartó.
Ebből folyik, hogy a (P{z) függvény úgy a kör kerületén, mint
pedig a kör belsejében egyenletesen folytonos. Vizsgáljuk meg
a két sor értékét egy tetszésszerinti x  szabályossági helyen.
E helyen a 0  sor első n tagjából képezett üc-adrendű összeget
<r'n(x)-szel jelölvén, írhatjuk
°° / I  \fc+l 00
2  (x) Zn =  l-j—  2  Dn Xn + »Z\
0 '  •* Z ' n = 0




27TÍ / (ícz)zn 1 \ fc+1 1 1— z )  zn+1 dz, (47)c
a hol C az összetartási kör kerületét jelenti. Ez az állításunk 
azonban csak akkor tartható fenn, illetőleg az integrálás csak
1 Ebből világosan követkézik, hogy a hatványsor az egységkörön belül 
■összetartó. Azonkívül most is felteszszük, hogy ez a kör egyszersmind 
összetartási köre a hatványsornak.
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akkor végezhető akadálytalanul, ha az integrandus réges vagy 
integrálhatóan végtelen a kerületen. Ezt mindig elérhetjük, ha 
felteszszük, hogy
4> (se) =  0' (*)=■• •=  ÍX“- 1-1 (x) =  0. (48)
a hol mint tudjuk, /i—1 alatt a k-t közvetetlenül követő 
egész számot értjük. Ekkor az integrandus el is tűnik a z = x  
helyen. A (48) alatti egyenlőségek fennállását azonban mindig 
biztosíthatjuk egy legfeljebb p— 1-edrendű polinóm levonásával. 
Könnyű kimutatni erre az összegezési eljárásra vonatkozólag 
is, hogy a kezdőtagok megváltoztatásával az összegezhetőség 
fenmarad és a
lim
n =  oo
r  ( f c +  1) r.(fc)
nk n
(k -1, -% . . . )
érték épen úgy változik meg, mintha a sor összetartó volna, 
avagy végesszámú tagból állana. Csekély átalakítással nyerhet­
jük m ég:
1
27ri f <?(;). zn+f‘ + 1 x n+lc+fi + 1 fa (49)
Az í<(íc) sor első n  tagjából képezett /t adrendű összeg lesz:
s"V) = 1  C <P{z) 2 n iJ  2«+r+i
qqyi+k + u+ dz, (50)
c
a hol a C  görbét úgy nyerjük, hogy az íc pont körül tetszés­
szerinti kis sugárral egy c kört Írunk le, mely a C kör egy 
ivét tartalmazza. Ezt az ívet elhagyván, a C kör megmaradt 
része és a c körnek a C kör belsejében vonuló íve alkotják a 
C  görbét. Felteszszük még, hogy
@^{x) =  •••= í5<2m- i)(.t ) =  0. (51)
Ki fogjuk mutatni, hogy
lim ~ S n ](x) — 0.
n = ~  n k
(52)
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Végezzük el a differencziálást és azután a további számítások 
egyszerűsítésére tegyük fel, hogy
x  — 1
és így természetesen (48) és (51) szerint
0(1) =  0'( 1) = .» .=  0(2m- i) (1) =  0. 
A differencziálásból nyert mennyiség lesz :
ß
x=o





mennyiség véges határok között mozog. Ha tehát egy tetszés­
szerinti 0 <s A<(/í egész számra nézve kimutatjuk, hogy
i r  0(z) { í \ k+1+í.hm -r I ~~z------ dz =nk J  2«+e+i \ 1—z I
r  0 (2) / i \fc+i+* ,
=  lim n?-~k I ----  . ( - ----- ) dz =  0,„=oo J  2n+M+l \ 1 — z ) (56)
akkor, minthogy X véges számú értéket vehet csak föl, egy­
úttal (52) is be lesz bizonyítva.1 
Legyen
k +  l + *  =  v, (57)
akkor
v <  2/1. (58)
A 2 = 1  pontnak mindenesetre van olyan környezete a kerü­
leten, melyben a 0(z) függvény még szabályos. Jelentsék és 
e környezet két oly helyét, hogy pozitív körüljárásnál a 
három pont sorrendje zlt 1 és za legyen. Azt a ívet, mely 
az 1 helyet tartalmazza, C^-gyel, a megmaradt ztzt ivet pedig 
C2-vel jelöljük.
1 Ugyanis (53) alapján a C  m enti integrálás helyettesíthető a C menti 
integrálással.
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Meghatározunk olyan (általában 5-ödrendű) polinómot, hogy 
úgy a
(59)
mennyiség, mint pedig első és második differencziálhányadosai 




Hm ufl~kDn — 0,
n= oo
tehát
hjn n r-k j  P{z) dz =  0, (60)
mert hiszen az integrál a már alkalmazott ÜAucHY-féle tétel sze­






H - k <  2 (61)
egyenlőtlenség, viszont (59) alapján parcziális integrálás segít­
ségével könnyen kimutatható, hogy
1
+1 dz — 0 (62)
s így annál inkább fennáll ez, ha 2 helyébe kitevőül / i - k - t  
teszünk.
Alkalmazzuk m ost azokat a képleteket, melyek két függvény 
FouRiER-sorainak együtthatóiból megadják a szorzat FouRiER-féle 
együtthatóit.
1 Többértékű függvényünknek például a zx helyen meghatározott ér­












l^ o  +  S  (Ap cosj)íc+i?p sin|)íc),
p = i
akkor, ha még az a_fe= a fc, fe_fc=  —í>& jelöléseket bevezetjük,
oo
Á q — 2 a 0 2 2  (^ p^ p"!” b p ß p ) )
P =  1
00
2  O'QCt.n "j" 2  2  [^p  (ßp+ n“f~Öp—n )“l"^p  ( ß p + n ~ \ ~  ß p — n )]> (63)
P=1 
00
-Fn 2  &oßn ”k 2  2  f-^ P (ßp+n ßp—n) ^p (ßp+n ßp—n)J* p=l
Ezek az egyenlőségek, melyek teljesen általános érvényűek,1 
a mi esetünkben nagyon egyszerűen igazolhatók. Ugyanis a mi 
alkalmazásainkban szereplő sorok feltétlenül és egyenletesen 
összetartok.
Ki fogjuk most mutatni, hogy, ha a
lim nsan =  lim nsbn =  0 (64)
n=oo n — oo
és
lim nsan =  lim nsßn =  0
n=  oo «=  co
( s > l )
egyenlőségek fennállanak, akkor egyszersmind a szorzat együtt­
hatóira nézve
lim nsAn =  lim nsB n — 0. (65)
n =  oo n -  oo
Elég például megmutatni, hogy
oo
lim 7ls Clp (öp+ti~}~öp—n) — 0»
n =  oo p = 1
1 Hur Witz, Lebesgue, Fatou 1. c.
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Legyen
2  I «p I =  M1
p =0
és
2  ; ap | =  M2.
p =0
Jelöljön n0 egy oly számot, hogy
n‘ I a„ | <  e 
n* | an | <  e, 
n >  n0.
Közvetetlenül világos, hogy, ha





A s 2  ! a p ! I a p + N  | eMt,
P=1
másrészt
A s 2  ttpUp-N\ <í | -Ns 2  UpUp-N i I N s 2  cipű-p—N ! <ü
P=1 p = l  p - n + l
<  2*eM[+ 2 s+1eM#.
Látni való tehát, hogy (65) csakugyan fennáll.
A most mondottakból azután egyszerűen folyik a következő 
tétel, mely egy RiEMANN-féle tételnek általánosítása:
Legyen adva egy fix )  függvény, melynek F o u r ie r - s o t o  ki­
elégíti a (64) alatti feltételt és egy <p (x) függvény, melyre nézve
b
lim ns j<p (x ) cos n xd x  =  0
n = o =  a
és (67)
b
lim ns j  <p (x) sin n xd x  =  0,
* * = *  o
(*>i)
a hol a és b két meghatározott számot jelentenek. Akkor egy­
úttal
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Ezek után visszatérhetünk a
(70)
integrál vizsgálására. Ha az integráljel alatti mennyiséget valós 
és képzetes részre bontjuk és a (46) és (62) alatti egyenlősége­
ket összevetjük az imént levezetett tétellel, akkor közvetetlenül 
nyerjük, hogy a (70) alatti mennyiség határértéke zérus.1
A Cj menti integrálásnál 2-szeres parcziális integrálást alkal­
mazunk. Világos (59)-ből, hogy a totálisan integrált részek 
elesnek. A parcziális integráczió kivihető lesz az összes
értékekre nézve, ha (53) mellett még felteszszük, hogy
A parcziális integráczió után az integrál jel előtt az
ntl~k
(n-\-a){n+/i— l)
tényező áll, melynek határértéke a fi—k < .2 egyenlőtlenség
alapján, n =  oo esetére zérus. Viszont az —— —p  "87^ szor"z ^
1 A bebizonyításban azt is ki kell használnunk, hogy
úgy valós, mint pedig képzetes része bír a (67)-ben szereplő <p függvény 
tulajdonságaival, ha s alatt a jelen esetben n '-k-t értünk.
fi— 1 < i z =  /í-f-A -j- 1 2 jU
0W ( 1) =  0<^ + i) _  o. (71)
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zott kifejezés véges és így Riemann egy klasszikus tétele értel­
mében
0(2) ( j ^ )  - ^ ( 2 )  - ^ + 1  dz =  0.
Cl
(72)
Ez az egyenlőség tehát az egész kör menti integrálásnál is 
fennáll s így (60) tekintetbe vételével végre kimutattuk, hogy a
feltétel teljesültével a
lim — - 0 
„=» nk
C0+CpH------—





határérték létezik és természetesen meg is adja a függvény 
értékét.
Bebizonyításunkban feltettük, hogy k >  0. Látni való, hogy 
ez a megszorítás nem lényeges és az alkalmazott eljárással 
minden k számra (=t= — 1, —2 , . . . )  nézve kimutathatjuk a fenti 
határérték létezését, ha csak a
lim —rqok,n= oo ív
=  0
feltétel teljesítve van. Ez által Fatou tételét specziális esetként 
nyerjük. Ha viszont ebből a tételből akarnók az általánosat 
levezetni, akkor a RiEMANN-LiouviLLE-féle általánosított diffe- 
rencziálhányadosokra1 vonatkozó érdekes eredményeket kap­
nánk. Ennek részletezésével azonban most nem foglalkozhatunk.
CMondottuk, hogy a lim —£ -= 0  feltétel szükséges is ahhoz, 
hogy a hatványsor az összetartási körnek legalább egy he-
1 Ezek a mennyiségek a k-adrendű differencziálhányadost nem egész 
•számú k esetére is értelmezik.
4*
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lyén a jellemzett eljárással összegezhető legyen. Ez az állításunk 
az alkalmazott eljárás megfordításával egyszerűen igazolható. 
Knopp egy érdekes téte lébő l1 még az is következik, hogy, ha
akkor egyszersmind ebben az esetben is minden szabályossági 
helyen a sor részletösszegei kielégítik a
lim — =  0nk
egyenlőséget.
E vizsgálatok befejezte után Knopp disszertácziója révén lettem 
figyelmessé Hadamard 1 2 néhány eredményére, melyek az itt nyer­
tekhez sokban hasonlítanak. Ő ugyanis «thése»-ében az össze- 
tartási körön fekvő egyes szinguláris helyek természetét vizs­
gálván, bevezeti a hatványsor rendjének (ordre) a fogalmát. 
E fontos fogalmat először a már említett RiEMANN-LiouviLLE-féle 
általánosított differencziálhányadosok segítségével értelmezi, a 
miből azután mély meggondolásokkal kapja, hogy az
Ezek után a következő tételt mondja k i : 3
Legyen adva egy hatványsor, melynek rendje cu véges és jelöljön 
ö/ > 0  egy cu-nál nagyobb (és vele nem egyenlő) szám ot; legyen 
továbbá x  az összetartást kör egy szabályossági helye, akkor
1 Knopp : Eine notwendige und hinreichende Konvergenzbedingung.. 
Rend. Circ. Math. Palermo. 25. k. (1908).
2 Hadamard : Essai sur l’étude des fonctions par leur développement 
de Taylor. These. Journal de Math. 1902. (182. o.)
3 La Serie de Taylor et son prolongement analytique. (Scientia. Paris, 
1901.) (47. és 52. o.)
f  (x)= a0-j- atx + a2ic2 -j----- b anx n H—
hatványsor rendje az összetartást körön mindig
(73)
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fix) =  lim ao ^n '+ a J]n ^ iX + • • -+ anx" ^  (74)
«=" Bn
a hol Bn ’ az (1 — x)~w' sorbafejtésében szereplő binomiális 
együtthatók közül x n együtthatója.
Viszont a fenti határérték csak akkor létezik minden szabá­
lyossági helyen, ha w'zxu.
A (74) alatti határérték lényegileg megegyezik az eddigiek 
folyamán sokszor használt
lim
n =  oo
/ > ' )
n"'_1
Q(m'-l)o n (75)
határértékekkel. Ugyanis (74)-ben a limes-jel alatt szereplő 
mennyiség egyenlő
i w»'-* r r(aj')




n= °° B {“\ r ( w ' )
=  i, (76)
kivévén az <u'=0, —1, —2 , . . .  helyeket, a mikor e kifejezés 
határozatlan. Ez az egyenlőség ugyanis egyszerűen folyik a 
r  függvény szorzat-előállításából.
így tehát a két határérték valamelyikének a létezéséből a 
másiknak a létezése is következik és a két érték mindig meg­
egyezik.
Ebből azonban nyilván való, hogy H a d a m a r d  téved a szüksé­
ges feltétel megadásában és nézetem szerint az általa használt, 
különben nagyon szép módszer nem is alkalmas ilyen feltétel 
szolgáltatására.
Mi ugyanis kimutattuk, hogy a
lim ——t—t =  0 (77)yiOJ —1 x 'n= oo 'a
egyenlőség a szükséges és elegendő feltétele annak, hogy az 
HADAMARD-tól eredő (74) alatti határérték az összetartási kör
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minden szabályossági helyén létezzék. Ez pedig nem egyezik meg 
minden esetben H adamard feltételeivel. Ha ugyanis az an 
együtthatók ilyen alakúak:
nk
a hol <p(ri) abszolút értéke n  növekedtével minden határon 
túl nő ugyan, de
lim
n =  oo
<p{n)
ne =  0,
bármilyen kis pozitív számot jelentsen is e, akkor az
cLq-^ Oi^ x  -)-----h anx n-\—
hatványsor rendje természetesen
co =  7í +1.
H adamard tétele szerint az a>—l=&-adrendű összegezés még 
nem vezet czélra, míg a mi eredményeink szerint ez az eljárás 
az összetartási kör minden szabályossági helyén megadja a 
függvény értékét.
Így például H adamard feltétele szerint a
oo




n = 2 n
sor (rendje 2), nem lehet egyszeri számtani középérték-képezés- 
sel összegezhető az egységkör szabályossági helyein, holott 
Fatou tétele és a mi eredményeink szerint e sorok bírnak 
ezekkel a tulajdonságokkal.
Figyelemreméltó még, hogy szummáló eljárásunkkal akkor is 
czélt érünk, ha k  negativ (nem egész) szám.




T( k + 1) g - k) y
n~k 
(0</£<«)
összegek a szabályossági helyeken jelentékenyen erősebben 
oszczillálnak, m int a sor részletösszegei. Azonban (78) határ­
értéke mégis létezik.
Látni való még, hogy eddigi vizsgálatainkban nem szüksé­
ges, hogy az illető hely szabályossági hely legyen. Elegendő 
például, ha ezen a helyen és környezetében létezik a hatvány­
sor kerületi függvényének bizonyos számú (az ív szerint vett) 
deriváltja. Más helyen kimutattam, hogy ez a föltétel is lénye­
gesen általánosítható.
Alkalmazás a trigonometrikus sorokra.
Eredményeink egyszerű módszert szolgáltatnak olyan trigo­
nometrikus sorok képzésére, melyeknek együtthatói végtelen 
nagyok lesznek és a melyek ennek daczára Fejér eljárása sze­
rint mindenütt szummábilisek. Ilyen sorok eddig nem voltak 
ismeretesek. (Megjegyezzük azonban, hogy más módon is nyer­
hetünk analog természetű sorokat.)
Ugyants például a reziduum-számításnak Lindelöf által töké­
letesített módszereivel1 egyszerűen igazolható, hogy a már em-
oo oo
lített soroknak egyetlen szinguláris helye az egységkörön z = l .  
Így tehát az utóbbiból képezett:
n sin nw 
logn
n cos ntp 
log n
1 L indelöf : Calcul des résidus etc. (Gauthier-Villars. Paris, 1905). 
L. pl. 109. o.
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sorok közül az első kivétel nélkül, a második a <p= 0 (mod 27t) 
helyek kivételével Fejér módszerével szummábilis.
Hasonló tulajdonságúak például a
2
n =
nv sin rop és 2  nV cos n(P0 n=0
( 0 < r  < 1 )
sorok.
Megjegyezzük, hogy a mindenütt szummábilis
n - 2
n  sin rup 
log n és , n” sin n<p
n= 0
(0 <  v <  1)
sorok által ábrázolt függvények egyike sem határolt, a mi leg­
alább a másodikra vonatkozólag a dolgozatunk folyamán be­





C. Neumann: «Theorie der Elektricitäts- und Wärmever- 
theilung in einem Ringe» czímű munkájában annak a kérdésnek 
megoldásával foglalkozik, hogy ha egy körgyűrűalakú vezetővel 
bizonyos elektromos töltést közlünk, miképen oszlik el az 
elektromosság a gyűrű felületén, hogy ha azt semmiféle külső 
hatás nem éri, vagyis mekkora az elektromosság sűrűsége a 
gyűrű felületének minden egyes pontjában. Fejtegetései végén 
megjegyzi, hogy eljárása általánosabb esetre is alkalmazható, 
a nélkül, hogy ennek részletezésébe bocsátkoznék. A jelen 
dolgozatban kimutatjuk, hogy Neumann módszerével az elek­
tromosság eloszlása körgyűrűn egész általánosan meghatároz­
ható az esetben is, ha a vezető tetszőleges külső erők hatása 
alatt áll.
Kitűzött feladatunkat két részben fogjuk megoldani. Előbb 
azon esetet tárgyaljuk, miképen helyezkedik el a megosztott 
elektromosság egy gyűrűalakú vezető felületén, tetszőleges külső 
elektromos erők hatása alatt, feltéve, hogy a gyűrűnek eredeti­
leg nincs töltése. Azután rátérünk azon általános, úgy az 
előbbit, mint a NEUMANN-félét magában foglaló probléma tár­
gyalására : meghatározandó az elektromosság eloszlása az eset­
ben, ha a gyűrűalakú vezetőnek szabad töltése van s azonfelül 
tetszőleges külső elektromos erők hatása alatt áll.
Neumann a probléma megoldásához a körgyűrűre külön 
alkalmas koordináta-rendszert vezetett be, az ú. n. gyűrű­
koordinátákat, melyben a potencziál s az arra vonatkozó egyen­
letek s egyéb, itt felmerülő mennyiségek aránylag egyszerű s
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a tárgyalásra alkalmas kifejezést nyernek. A fellépő mennyi­
ségeket egy tényezőtől eltekintve, kettős trigonometrikus sorokba 
fejti ki, melyeknek együtthatói bizonyos, általánosabb értelem­
ben vett gömbfüggvények.
Mielőtt tehát a probléma tárgyalásába fognánk, előre kell 
bocsátanom néhány, a gömbfüggvényekre vonatkozó tételt, 
melyekre a tárgyalás folyamán szükségünk lesz, s az alkal­
mazott NEUMANN-féle koordináta-rendszert, valamint egyen­
leteinknek ezen koordináta-rendszerre vonatkozó alakjait. Végül 
ismertetni fogom Neumann problémájának megoldását, mivel, 
mint említettem, ennek általánosabb esetre való alkalmazása 
fogja képezni e dolgozat tárgyát.
A gyűrű-koordinátákat, valamint az itt előforduló gömb­
függvényeket nem az eredeti NEUMANN-féle alakban használom, 
hanem abban, az eredetitől lényegesen nem különböző, csak 
némileg egyszerűbb formában, melyben azokat E. Heine «Hand­
buch der Kugelfunctionen» czímű munkájában tárgyalja.
Irodalom.
Itt közlöm a «Fortschritte der Physik» czímü évkönyvek 
alapján mindazokat az értekezéseket, melyek Neumann óta a 
körgyűrűre vonatkozó elektrosztatikai problémákkal foglalkoztak.
G. Neumann : Theorie der Elektricitäts- und Wärme vertheilung 
in einem Ringe. Halle, 1864. Alább bővebben ismertetem.
F. W. Dyson : The potential of an anchor ring. Phil. Trans. 
A. 184, 1893. Gyűrű potencziálját tárgyalja a tér különböző 
pontjaiban és különböző hidrodinamikai problémákra alkalmazza.
N. Bulgakow: Zur Frage der Vertheilung der Elektricität 
auf der Oberfläche eines ringförmigen Conductors, dessen 
meridionaler Schnitt ein Kreis ist. Journ. d. russ. phys.-chem. 
Ges. 29, 131, 1897. A Neumann által megoldott problémát tár­
gyalja Neumann segédeszközeivel, eljárása utóbbiétól csak annyi­
ban különbözik, hogy a AV — 0 egyenlet számára partikuláris 
megoldásokat állít fel, s ezekből a sűrűséget a
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kifejezés alapján határozza meg.
N . B u lg a k o w  : Aequipotentialflächen im Felde eines elek­
trisierten Ringes. Journ. d. russ. phys.-chem. Ges. 30, 104, 
1898. Ugyanezen folyóirat ugyanezen évfolyamában több érte­
kezést írt a gyűrűalakú vezetők kapaczitásáról és annak méré­
séről.
I. A gömbfüggvények .1
A legegyszerűbb gömbfüggvényekhez két pont egymástól 
való távolsága recziprok értékének sorbafejtésénél jutunk. 
Legyen P{x, y, z) és P1(x1, ylt z t) a tér két tetszőleges pontja 
és jelöljük a PPt =  R  távolság recziprok értékét röviden
T-ve 1, tehát T = - jr  , akkor
T = ___1 ___ _____
V (x—x^+ c y —y ^ + iz —z j 2
Fejezzük ki P  és P 1 koordinátáit gömbkoordinátákban:
X = r cos ú, a?, =  ri cos ßx,
y = r sin & cos <p, y x sin ßx cos Íi>
Z = r sin ß sin z x — *Tsin sin
akkor
{x--xi)*+(y- ■ y ^ + iz -z ,)2
a_  }- . -  2»Tj cos r + n
hol
cos Y =  cos ß cos ú j+ sin ß  sin új cos (<p-- i l l
és y nem egyéb, mint az UP és OP1 távolságok által bezárt 
szög (O a koordinátarendszer kezdőpontja). Tehát
T  =  1
y ri —<lrr1 cos y-\-r\
1 L. Heine : Handbuch der Kugelfunctionen, 2. kiadás. I—II. kötet
(1878—1881).
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Legyen r < r1 és írjuk T-t ily alakban :
Ha a Pj pontot állandónak s a P-t változónak tekintjük, 
akkor ez lényegében ily alakú kifejezés, melyet röviden szin­
tén P-vel jelölhetünk :
Y  1 — 2  aíC+a2 |7 l —a (2a?—a )’
( 2)
hol a és x  az egységnél kisebb valós számok. Akkor a (2a?—a) 
is < 1 , s így T a binomiális tétel értelmében kifejthető a (2a?—a) 
hatványai szerint; ezt még a hatványai szerint rendezve
T =  l+ X a +  (*« -  y )  +  j - g ' g  ( * 3 -  4 ^ )  «3+
+
1 . 3 . 5 . . .  (2 n —l) 
1 . 2 . 3 . . . n
n (n —1) 0v____ <_ T« -í
2 (2 n - l ) +
n {n -  ! ) (« —2 )(n—3) A 
2 . 4 .  (2»—l)(2n—3)
oo
«” +  . . . =  2  anPn (x).
n= 0
Az itt fellépő P  együtthatókat nevezik gömbfüggvényeknek, 
még pedig an együtthatóját, P"(a?)-et n-edik vagy n-edfokú, 
s elsőfajú gömbfüggvénynek.
Kiindulásunkban feltettük, hogy x  az egységnél kisebb valós 
szám. Azonban a Pn (x) függvénynek az 1-nél nagyobb, vagy 
komplex x  esetén is van meghatározott értéke, s azért a 
P n (x) gömbfüggvényt a
P n (x) — 1 . 3 . 5 . . .  (2 n — 1)
1 . 2 . 3  . . . n
+
X — n(n —1) ■xn-*+
2  (2 n —1)
n(n — !)(«—2 )(» —3) ^n i
2 . 4 .  (2« —l)(2 w—3) a?n‘ (3)
egyenlettel definiálják bármely valós vagy komplex x  esetén. 
n  pozitív egész szám, tehát Pn (x) az a?-nek w-edfokú raczio-
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nális egész függvénye. A gömbfüggvények egyéb n esetére is 
általánosíthatók.
A P n(x) függvény egy differencziálegyenletnek tesz eleget, 
melyet a T  kifejezésből könnyen nyerhetünk, s a mely a 
következő :
(1— +  r? (rz+i)2/ =  °. (4)
Ezt a gömbfüggvények differencziálegyenletének nevezik.
A (4) differencziálegyenletnek a P n (x ) függvényen kívül van 
még egy másik partikuláris megoldása, mely a következő
Qn{x) = 1 . 2 . 3 . . .  n 
3 . 5 . 7 . . .  (2« + 1)
( n + l ) ( » + 2 ) 
2 . (2n+3)
x -n-3. j_
(n + l) (» + 2 )(n + 3 ) (n + 4) _ 5
2 .4 .(2rc+ 3)(2? í+ 5) (5)
mint arról behelyettesítéssel is meggyőződhetünk, s ezért az 
(5) egyenlettel definiált Qn(x) függvényt is gömbfüggvénynek, 
még pedig másodfajú gömbfüggvénynek nevezik. Tehát a diffe- 
rencziálegyenlet teljes megoldása y = aPn (x)-{-bQn(x), hol a 
és b állandók.
Az (5) egyenlet szerint a Qn{x) függvénynek csak addig 
van értelme, míg | £ c | > l .  Továbbá eddig úgy a P n{x), mint 
a Qn(x) et értelmező egyenletekben feltettük, hogy n pozitív 
egész szám. Azonban mind a két gömbfüggvény általánosít­
ható e tekintetben is úgy, hogy a mellett a (4) differencziál­
egyenletnek eleget tegyenek. A gömbfüggvények általánosítása 
már azért is kívánatos, mert számos vizsgálatnál és sorba- 
fejtésnél oly függvények lépnek fel, melyek ott hasonló szere­
pet visznek, mint a gömbfüggvények, s azokkal főbb tulaj­
donságaikban megegyeznek.
Ez az általánosítás két úton is lehetséges. Az egyik eljárás 
az, hogy a (4) differencziálegyenletet sorokkal integráljuk. 
A P n(x) és Qn (x) függvények hipergeometrikus sorral fejez­
hetők ki. Ugyanis jelöljük a hipergeometrikus sort következőkép
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P  (a. ß, r> x ) — 1 +  -? •' ^  +
a («+1)^ + 1 )
1 • 2  . ^ (r + l)
akkor, mint a (3) és (5) egyenletekből közvetlenül belátható,
P n (x) =  
Qn (x) =
1 . 3 . 5  . .  . ( 2n —1) 
1 . 2 . 3  . . .  n
1 . 2 . 3  . . .  n 
3 . 5 . 7 . . .  (2 n + i)
x - n - l j r
n 1 — n 1 1 \ (6 )
2  ’ 2  ’ 2  n’ x -r
'n + i n-f- 2
’ i + n’ i ) - (7)’ 2
A (4) differencziálegyenlet integrálja minden esetben elő­
állítható hipergeometrikus sorral. S mivel a P n{cc) és Qn(x) 
függvények is nem egyebek, mint specziális hipergeometrikus 
sorok, melyek számos tulajdonságukat az esetben is megtart­
ják, ha n tetszésszerinti valós vagy komplex szám, azért a 
(4) differencziálegyenlet integrálját bármely n esetén gömb­
függvénynek nevezik.
A gömbfüggvények általánosítása a következő úton is lehet­
séges, mely tárgyalásaink szempontjából igen fontos. Mind a 
két, P n(x) és Qn(x) gömbfüggvény előállítható határozott 
integrál alakjában, mely tetszőleges n  esetén is megtartja 
érvényességét.
A következőkben csak röviden hivatkozni fogok az ered­
ményekre és tételekre, melyekre a tárgyalás folyamán szük­
ségünk lesz, mivel részletezésük hosszadalmas volna.
A Pn(x) függvény bármely x  értékre, melyben a valós rész 
pozitív, a következő két integrállal fejezhető k i:
rt
P n (x)=  — I (m+cos <p y x 2— 1 )nd<p =
7T J
0
= — f - - - - - - ^ = = ---  (8)
n 'J  (pC-\-COS (f | /  x %— l)n + 1
(Heine : Handbuch der Kugelfunctionen, I. k. 36—37. 1.)
Az íc+ cos <p y x *—1 kifejezést az m—cos tp y x * —1 kifeje­
zéssel is felcserélhetjük. Hasonlóan minden x  értékre, mely­
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nek valós része pozitív és a mely nem a + 1  és — 1 pólusok 
közti valós szám,
du
(íc+ cos iu \ í x %— l )n+1
«0




'X —  1  ‘
(9 )
(Heine 1. c. I. k. 132. és 161. 1.). Mindkét egyenletben a jobb­
oldali integrálok akkor is meghatározott függvényeket tüntet­
nek elő, érvényesek s a gömbfüggvények (4) alatti differencziál- 
egyenletét kielégítik, ha n tört vagy bármiféle más szám. 
Azért az ilyen alakú integrálokat az esetben is gömbfügg­
vényeknek tekinthetjük, ha n nem pozitív egész szám.
Az e d d ig  m e g ism e rte k e n  k ívü l fo g la lk o z n u n k  kell a  g ö m b ­
fü g g v é n y e k n e k  m ég  egy  c so p o rtjáv a l, a  k é t j n d e x ű  vagy  ú. n . 
a d ju n g á l t  g ö m b függvényekkel. M in t a  P ”-e t, úgy  e z e k n e k  is 
egy o s z tá ly á t  so rb a fe jté s se l s z á rm a z ta th a tju k . A z o n b a n  egy­
sz e rű b b  le sz  F. NEUMANN-nak k ö v e tk e z ő  m ó d sz e ré t k ö v e tn i,1 
m e ly  e z e k n e k  az e lő b b iek k e l való  ö ssz e fü g g é sé re  is  f é n y t d e rít.
Ha a gömbfüggvények (4) alatti differencziálegyenletét x  
szerint v-ször differencziáljuk, kapjuk, hogy
(1 — £C2) dv+%y d x v+2 2  (i> —[— 1 ) x
dr+hj
dx1,+l +  (n— v) {n+ v + 1 )
d'y
d x v =  0 ,
vagy máskép
(1 — ÍC3) d Y v)dx* 2  (v-j-1) x  +  (n- -v)(n+v+l)í/W =  0, (10)
hol
yM = drydxv
1 F. Neumann : Vorlesungen über Theorie des Potentials und der Kugel­
functionen.
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A (4) differencziálegyenlet megoldásából (7. lap) világos, 
hogy ennek általános megoldása
y
hol a, ß állandók. 
Legyen
vagyis
dvPn{x) , a dvQn (x)
’ — CL —*—;---------- p u  ------ j-------dxv d xv
yM =  (o?*— 1 ) 2 Z,
Z — (íC2 — l ) 2 t/(r),
akkor z-re (10)-ből a következő differencziálegyenletet kapjuk:
(1 j g r -  2*(1 ■-*) +  [n (» +  Ó d -*■>-«*] != « • UI)
Ennek megoldása az előbbiek szerint
z =  (íc*— l ) 2 y(v)
=  «(a:2-  l)*  +  ß ( x * - i f
Az itt fellépő függvényeket:
és (a. . _ 1}; dvP n(oc) ^  clvQn (x)
dxv d xv
esetleg szorozva egy állandó faktorral, nevezik adjungált vagy 
hozzárendelt gömb függvényeknek. Jelöljük ezeket P f(x )  és 
Q* (.xj-el, akkor H e in e  után
Pvn{x) II  {n—v)
1 . 3 . .. (2 n— 1)
á’P ”W




1 Heine ezeket a kifejezéseket tu lajdonképen P™ „ (*) és (a:)-el je lö li, 
mig PJ ( x )  és Q" ( x ) - e l  a következőket:
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hol
Um = 1 . 2 . 3 . . .  (m —1) m.
A továbbiakban az n  nem egész számú értékeket is fog 
felvenni, s ez esetre a /7 függvényt a r  függvénynyel értel­
mezzük, mely egész számú m esetén a Pro-et adja:
r ( m - (-1) = 1 . 2 . 3 . . .  (to—1) m  =  Um,
de mi nem egész számú m  esetén is, H eine jelölését meg­
tartva, nm -e\ fogjuk jelölni.
Az elsőnek csak addig van értelme, míg v<ín, mert P n az 
íc-nek n-edfokú egész függvénye. P “ (m) az elsőfajú, Q” (x) a 
másodfajú adjungált gömbfüggvény.
Az adjungált gömbfüggvények differencziálegyenlete a (11) 
alatti
( 1 - x y  ^  -  2íc(1— +  [ w ( » + l) ( l—»*)—v*]t/=0, (12)
melynek általános megoldása
y  =  aP? (x)ß-ßQ? (se), (13)
hol a, ß állandók.
Az eddigiek szerint a P y és Q™ függvényeknek csak addig 
van értelmük, míg n  és v egész szám. Azonban a hozzá­
rendelt függvények is általánosíthatók tetszőleges n  és v-re- 
Ez az általánosítás itt is ugyanazzal a két eljárással lehet­
séges, mint a Pn és Qn gömbfüggvényeknél. Az egyik, hogy 
a (1 2 ) differencziálegyenletet hipergeometrikus sorokkal inte­
gráljuk, melyek azon specziális esetben, ha n és v egész szám, 
a fenti P ” és Qll függvényekkel egyeznek meg. A másik, hogy
[ X )  =  T / Pn (® )  d x V ’
05 (*) =  -1 '3J7 '(n-”t 1) T /  Qn (íE) CteV’
azonban P ir (x) =  PJ (x) és Q!LV (x) =  Q” (a;), s mivel ezek részletezésére 
úgy sincs szükségünk, azért egyszerűség kedvéért azonnal a P “ (x) és 
Ql (x) jelzést használtam.
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a P?{x) és Q}(x) határozott integrállal fejezhető ki, mely nem 
egész számú n  és v esetén is megtartja érvényességét és 
eleget tesz a (12) differencziálegyenletnek. Ugyanis bármely x  
érték mellett, melynek valós része pozitív
P?(x) =  — (—l)r2n Iln Iln T cos v<p . dip 
n m  J  (m+cos <p x^— l )n+1
0 ?(a?)= 77(2«+1)





’’"= T lo 8 ^ T
(14)
”0
- J  (íc—cos ívj/'ícs— l)n cos iwdv, (15)
(1. c. 207. és 224. 1.). A jobboldali kifejezéseket tehát említett 
tulajdonságaiknál fogva bármely n vagy v esetén is adjungált 
függvénynek tekintjük és P?{x), ill. 0?(a;)-el jelöljük.
Szólanunk kell még a P n {x) és Qn (x) gömbfüggvényeknek 
úgynevezett addiczió-tételéről.
A T  kifejezésében cos p, ha és ^-et is változónak tekint­
jük, több változónak függvénye; (1) szerint
cos x =  cos #cos f^ + s in  fi sin fix cos (</>—tpx).
Legyen
cosp =  z, cosfi =  x, cosfi1 =  x 1, <p—ipx — ip,
akkor úgy a P n (z), mint Qn {z) kifejthető a ip többszöröseinek 
cosinusa szerint haladó sorba, melyben az együtthatók x  és 
a+nek adjungált függvényei. A P n(z) kifejtése
n
P n (xxx +  \ f  1 — 
(—1)”2
X “ j /  1 — x\  COS (p) =
[1 . 3 . . . ( 2 n —1)]*
Il(n+v) II (n —v) ■ P* (x) P? (Xx) COS v<p,
(1. c. 312. 1.), a Qn (z)-é pedig, ha x  és x x valós és x > x x>\> 
negatív vagy tört n  esetén is
>
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Qn (xx1 -ff/" ! — íc2 Y 1 ~ x \ cos <p) —
=  2n^p-f  2 '  -P? K ) 0? 0*0 COS VfP, (16)
(1. c. 333. L), hol mindkét egyenletben a 1 '  oly összeget 
jelent, mely v szerint halad v — 0 -tól, de az első tag felével 
veendő (| együtthatóval.) Ezeket az egyenleteket nevezik a 
Pn(z), illetőleg Qn(z) gömbfüggvény addiczió-tételének.
Végre hivatkozni fogunk még egy, GAusstól eredő sorba- 
fejtésre, a mely a következő:
hol
(a2+ ú 2 — cos <p) n =  2 2 ’ A r cos v<p,
A v = II (n+ v— 1) 
/7i/i7(n—1) (as4-&2)_n_'’ {ab)vX
(17)
jpln+v w + v + 1
l l - * 2 v + 1,
4a*ó2 \ 
(a*+&2)*/’
és .F hipergeometrikus sort jelent.
II. A gyűrűkoordináták.
A körgyűrűre vonatkozó vizsgálatokra legalkalmasabb a 
C. NEDMANNtól bevezetett görbevonalú gyűrű-koordinátarendszer.
Hogy erre áttérhessünk, vegyünk fel a térben közönséges 
egyenesvonalú derékszögű koordinátarendszert. A körgyűrű egy 
körlapnak síkjában fekvő egyenes (mint tengely) körüli for­
gásából származik. Ez a forgástengely legyen a z tengely. Erre 
merőleges, a kör 0  középpontján áthaladó egyenes az x  ten­
gely; utóbbit 90°-nyira elforgatva kapjuk az y  tengelyt.
A görbevonalú gyűrű-koordinátarendszer már most a követ­
kező. Legyen a kör sugara, melynek forgatásából a körgyűrű 
származott, a, középpontja 0  s a körnek az x  tengelylyel való 
metszéspontjai b, d. Az AO  egyenesen választunk két a, y 
pontot úgy, hogy a, y egyenlő távol legyen A-tól és a b, d-vel 
harmonikus négy pontot képezzenek. Legyen AO =  e és az 
ismeretlen Aa =  Ay  =  k. Hogy az a, y a b, d-\e 1 mint alap-
5*
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pontokkal harmonikus helyzetű legyen, annak feltétele, ha 
b, d, a, y koordinátáit sorra röviden oclt x s, x 3, x -^eX jelöl­
jük, mint ismeretes az, hogy kettős viszonyuk
(bday) =
CCj  íX/g
x%~~x3 x 3—x i
legyen, a mi így is írható
- ( # ! + se,) (xa+ x j + x sx t == 0 .
Feltettük, hogy a, y az A  kezdőponttól egyenlő távol legyenek, 
tehát koordinátáik ellentetten egyenlők
x s+ x * =  0
s így az előbbi egyenletből marad, hogy
íCjíCjs— £Cg =  0 ,
vagy ha a koordináták értékeit
x^—e - a ,  x 2=e-\-a, x ^ —x ^ k  
behelyettesítjük,
1. ábra.
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(e—a){e-\-a) — k*}
miáltal k és vele együtt az a és y pontok helyzete meg van 
határozva:
/c4 =  e2—a 4 (18)
s ugyancsak ezen egyenlet segítségével egy derékszögű három­
szögből könnyen meg is szerkeszthető.
Ezek után a gyűrűkoordináták a következők. Az egyik a z 
tengely körüli forgásszög <j>, a másik a &=apy*$., a harmadik 
a, mely a következő egyenlettel van meghatározva
vagy
o = \o%ap—log yp.
(19)
(19')
Hogy e koordináták jelentését és természetét világosabban 
lássuk, vizsgáljuk meg miféle felületek származnak, ha a a, 6, <p 
koordináták egyikét egymás után állandóvá teszszük. A ^=const. 
felület, mint könnyen belátható, nem egyéb, mint a 2  forgás- 
tengelyen átmenő félsík, határa a z tengely; meridiánsíknak 
is nevezhetjük.
A <t =  const.-nak megfelelő felületet úgy találjuk, hogy meg­
határozzuk az x z  síkban, azaz <p =  0 -nál a <x — const, görbét, 
ennek forgatása fogja leírni a a =  const, felületet. Ha a állandó, 
akkor ea és e2a is a z ; tehát
de
-----2
=  const. =  c4; 
TP
ap4 =  (/c+m)2+ z 2, 
yp* —(k—£c)3+ z2,
tehát a fenti egyenletből
(fc+£c)2+ z 4—c4 (k—m)4—c4z4=
— (1 — c3) íc3 -f- (1—c2)z4+ !2 /i( l+ c 4);r + ( l—c4)/c4 =  0
ez pedig a kör egyenlete, mert a?2 és z2 együtthatója ugyanaz
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és az xz  együtthatója 0 , még pedig oly kör, melynek czentrnma 
az x  tengelybe esik. Ha c helyébe a
_  ab _  k-\-{e—a)
0 yb k—(e—n)
értéket helyettesítjük, az 0  centrum körüli a sugarú kört kap­
juk. Ha e a — const, köröket a z tengely körül forgatjuk, csupa 
körgyűrű-felületet kapunk. Tehát minden a értéknek egy gyűrű­
felület felel meg, melyek egymást beburkolják akként, hogy a 
nagyobb a értéknek megfelelő gyűrűfelület van belül. Ha 
aP =  TP> akkor a =  0, ekkor a kör átmegy a z forgástengelybe, 
czentruma a oo-ben van. Ha a nő 0-tól °°-ig, a a =  const, 
körök az egész meridián-félsíkot beburkolják és a — oo-nek a 
y pont forgatásából származó kör felel meg. Az ea—c0 értékre 
a vizsgált gyűrűalakú test (vezető) felületét kapjuk. Ez egyik 
fontos tulajdonsága a gyűrűkoordinátáknak.
Végre a 6 =  const, görbe az xz  síkban egy, az a és y pon­
tokon áthaladó kör, melyben 6 az ay húrhoz tartozó kerületi
szög, tehát a 6 =  const, felülit az ay körön áthaladó gömb. 
A a =  const, körökből láthatjuk, hogy míg p  a kör kerületét 
befutja, 6 a —zr-től + ^ -ig  változik.




A a, 9, <f> koordinátáknak összefüggése az x, y, z-vel már 
most a következő. Vegyünk fel egy <p =  const, meridiánsíkban 
derékszögű koordinátákat. Az egyik legyen a z koordináta, a 
másik erre az A  kezdőpontban merőleges, jelöljük f-vel, akkor 
ennek összefüggése x  és y-al
x  =  c cos p. y = $ sin p.
Ezután
z2+(Ä; + £ ) 2 =  Hp\
zt + ( k - t f  = Yp*.
— djA—yp*,
=  y j , \ é * ° - 1).
Az ayp háromszögből
4k2 — ap^+Yp^—Vap fp  cos 6 
= Jp2 (e2" + 1 — 2 eCT cos 6)
— 2rp*.ea[ 2  cos öj,
de
e~a-j-ea
9 —  COS la ,
tehát
__ .  2/í*c_ °
r p  = ------:---------- — •





g2o—i — —go (e~a—ea)=  — ea . 2 i sin ia,
ezt és yp* értékét (ö)-be helyettesítve
g _  ki sin ia,
cos ia—cos 6 ’
és innen (a) szerint
('d)
k i  sin ia  cos p  k i  sin ia  sin p  ,nr,,X  = ------------:-------------— y = ------------------- i - . (20)
cos la—cos 6  cos i a — cos 6?
Végre a z koordinátát az ayp A  kétszeres területéből kapjuk
z .a f  — ap , f p  sin 6 =  fpAe0 sin 6 
2 k? sin 0
cos ia—cos 8 ’
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s innen, mivel a.p =  2 k,
k sin 6z = ------;------------
cos ia—cos 6 (21 )
Itt összefoglalva újból kiemeljük, hogy a <p változik 0-tól 2jr-ig, 
a 6 megy — zr-től +?r-ig (negativ z-re negativ), és a a 0 -tól
oo-ig.
A a, 6, <p orthogonális koordináta-rendszert képeznek. Hogy 
ez így van, arra elegendő kimutatni, hogy a megismert három 
felületsor egymást orthogonálisan metszi. Az világos, hogy a 
^r=const. meridiánsík a <r=const. gyűrűfelületet és a <9=const. 
gömböt bármely helyzetben orthogonálisan m etszi; és mivel a 
<7 == const, és 6 =  const, forgási felületek, tehát csak azt kell 
kimutatni, hogy bármely <p =  const, meridiánsíkban a <x=const. 
görbe és 6 =  const, görbe egymást orthogonálisan metszik. 
Ez teljesítve van, ha e síkban az ívelem, de2 +  dz2, a d<r és 
dd-val következőkép fejezhető k i:
d ^ + d z 2 =  A . d**+B . d&2,
azaz a d a . dd  együtthatója 0 .
az együtthatókat a (d) és (2 1 ) egyenletekből kiszámítva
df*+da 9 (cos ia — cos 6 )4 { d a * d8- ) ,
tehát a da . de  tag együtthatója 0 , azaz da és de  a sík bár­
mely pontjában egymásra merőlegesek, s ezzel ki van mutatva, 
hogy a, e, (p orthogonális koordinátarendszert alkotnak.
Még kifejtjük a V  potencziált és két pont egymástól való 
távolságának recziprok értékét alkalmas sorokba. Ez utóbbi ki­
fejtését C. N eumann adta a gyűrűalakú testről írt, idézett vizs­
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gálataiban.1 Mi HEiNEnek némileg egyszerűsített kifejezésmód­
jában fogjuk azokat használni (1. c. II. kötet, 283—290. 1.).
A V potencziálnak LAPLACE-féle differencziálegyenlete
AV = d*V d W  dW  dx* +  d if +  dz*
ha új, orthogonális A, fi, v koordinátarendszert vezetünk be, 
ebbe transzformálva a következő alakot ölti, mint az számos 
kézikönyvben megtalálható
hol
d 1 MN d V \ , , 9 .IN L  d V \  d 1 LM d v \
~ d t1 L d l  ) \ M dß I 1 dv \ N dv I
A a, 8, (j) koordinátákban ezek a (20) és (21) egyenletekből
/,:2
L 2 =
M % = 
N 2 =
(cos i á —cos 8 f  
k 2
(cos ia — COS 8 f  ’ 
/c2 sin2t<r 
(cos ia  — cos &Y
Ezeket behelyettesítve kapjuk a LAPLACE-féle egyenletet gyűrű­
koordinátákban
d sin ia d V l +  A  
^ de
" sin ia d V i
da U<r, 8 f da  - L (<r, & r d e  J
1
sin ia (a, 8 )2 dif>'
dW
* !T7r =  0 , (2 2 )




(er, 9) =  y  cosiff—cosd.
A LAPLAGE-féle egyenlet közvetlenül szolgáltatja a V  poten- 
cziál sorbafejtését. Vezessünk be a LAPLACE-féle egyenletben 
V  helyébe új v változót a következő egyenlettel
V =  (cr, 9) v, (23)
akkor a (2 2 ) egyenlet a következő alakot ö lti: 
d“v . . . .  dv . 1„ , . t_ . , d*u
dff‘! +  í c t g i < 7  da +  de*
d\> v 
sinHff d<pz 4 0. (24)
Fejtsük ki v-t a 6 és <p többszöröseinek sinusa és cosinusa 
szerint haladó kettős trigonometrikus sorba
s r  r v  cos fup cos m9,
fx=0 v=0
(25)
hol s^v már csak a cr-nak függvénye, és a kettős sor előtt álló 
S azt jelenti, hogy a felírt sorhoz még az a három veendő, 
melyet ebből a cos-nak sinussal való felcserélése által kapunk, 
vagyis a cos fii/i sin v9, sin tup cos m9 és sinu^sinv# szerint 
haladó sorok. A I  mellé tett vessző pedig itt s a továbbiak­
ban is azt jelenti, hogy a fx =  0 , illetőleg a v — 0 -nak meg­
felelő tag csak felével (azaz |-el szorozva, s így a /z = v = 0 -nak 
megfelelő j-el szorozva) veendő. Az sßV függvényeket úgy kell 
meghatározni, hogy v eleget tegyen a (24) egyenletnek, azaz a
J A -s  r  i a 9
11= 0, v=0 > Off
+  i ctg iff
+ r ^  (v» Ml. sin2íö- \ 4 / J°fXV cos fup cos v<9 = 0
egyenlet ki legyen elégítve. Ez kettős trigonometrikus sor lévén, 
csak úgy állhat fenn, ha minden együttható 0 , azaz minden 
fi és v érték mellett
• 9sur
- +  l  Ctg Iff  + L sin^o- (■
d \ v
da-*
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Ez azonban nem egyéb, mint az adjungált gömb függvények 
differencziálegyenlete ; mert ha cos ia =  x, akkor ez a követ­
kezőbe megy át
(1 -ÍC2 - 4 )  (» +  -!■)d x1 dX
_ f f __  ,
(1 —ÍC2)J ' , =  0 ,
ez pedig az adjungált függvények (1 2 ) alatti differencziálegyen- 
lete, melynek általános megoldása (13) szerint következő alakú
Sfiv =  aav P jr i (COS Íff) +  bllrQv~Í (COS iff),
hol a^v és b ^  állandók. És így a (25) és (23) egyenletek értel­
mében a potencziál legáltalánosabb alakja
V =  (a, 6) S V' (cos ia) +
,» = 0. v=0
+  (cos iff)] cos /u p  cos v & . (26)
Az itt fellépő P  és Q gömbfüggvényeket az első fejezetből 
már ismerjük. A (14) és (15) egyenletek szerint ezek, tekintetbe 
véve, hogy
n  (m—I) 1 . 3 . 5 . . .  (2 rn—1) r—2 « V
hol m  egész szám, következőkép fejezhetők k i:
P'fT* (cos iff) =
_  1 3 .5  —  (2 v — 1 ) T cos [xtpdtp
2 V+1 2 . 4 . . .  (2 v—2 ) / (cos ia-\-i sin i<r cos y>)r+l ’
^v+i 2 . 4 . . .  2 v
Q'p* (cos ia-) =
«o
(27)
ff 1 . 3 . . . ( 2 v —1)—Tr- I (cos ia-\-i sin iff cos iv)v~i cos ifxvdv,
hol
1 . x -\- \
• ' . = T ,o e í = r
(Ha v = 0 , akkor P  kifejezésében az integrál előtti együttható
1 1
- ,— , C*-ban - — , v = l  esetén P-ben -----==).
/  2  ff 2  iÍ Y ’
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Hátra van még két pont egymástól való távolsága T  recziprok 
értékének kifejtése. Legyenek az (x, y, z) és (xt , y t , z t) pon­
tok NEUMANN-féle koordinátái (a, 0, <p), ill. (<rt , 8 t , akkor 
a (20) és (21) egyenletek értelmében
Y (x —x 1 f + ( y  - y t f + i z —Zj)*
(<r, ß) (q-, ■ 
k / ¥
X
Y  cos iff cos fo-j+sin iá sinio-j c,osy(<j>— cos (ö—8t) 
_  (ff, 6) (ux, 8t)_________1_______
k Y  2 Y z ~ cos(#—8 t) ’
(28)
hol
z =  cos icy cos fo-j+sin i<r sin i<r1 cos y (<f>—<pj)
és ________
(a, 8 ) — Y cos iff—cos 6, (ff1, ßj) — Y cos iff1—cos 81.




•. .  ^ r------- nr =  2  y 1 i ,  cos vtp,(ci^+ő2—2ab cos <p)n „=o Y
II(n+ v— 1)
Flv II  {n—1) (at + b ’-)-n- v (aby X
r /  n + v W + v + 1  , i






es n  =  I,
(aH & T
akkor
l r _  J7(v- 8  z -fr-» -1 x  
7F /7 ( - |)  2*+*/öft
( v - D + 1  ( w - D + 3x  F 2 2 , ( v - f i + l ,
A jobboldalt összehasonlítva Qn(a')-nek (7) alatti kifejezésével 
látjuk, hogy z hatványa és a hipergeometrikus sor teljesen 
megegyezik a Qn kifejezésének megfelelő részével, ha n  helyébe 
n — v — 3-et írunk, s a z-t nem tartalmazó együttható is csak 
alakra különbözik a Qn kifejezésében levőtől. Ugyanis nem
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egész számú n index esetén, tehát a jelen esetben is, a (7) 
egyenletben szereplő konstans együttható helyett annak követ­
kező általánosabb alakját kell venni, mely egész számú n-re 
megegyezik a (7) alattival
Legyen
2n7//í IIn
_ /7 (2 « + l)  '
n =  v - § ,
akkor az egyik II(v—|)-et a
t f (v -É )




-  /7 (v - i)
77(v)77(—§)’
ha t. i. a r  -t
/  n =  I I ( -k )





J/ z  —  COS ( 0  — 7T *'=0
2  ^ 2  2 '  (z) cos V (6 -8 ,) .  (29)
A (29) egyenlet új kifejezést szolgáltat a Q függvény szá­
mára. Jelöljük 8 - 8 ,- e t  röviden c>-vel és integráljuk a (29) 
egyenlet cos v^-szeresét <p szerint 0-tól 7r-ig, akkor a jobboldali 
összegnek csak a v-edik tagja marad, s ebből, ha z helyett is 
argumentumnak cosia-t írunk
Qv-4 (cos iá) = 1 f  cos vtpd<p 
|/~ 2~ -J y  cos iff — cos ip
A Qr_*(z)-t még kifejthetjük a Q gömbfüggvény addiczió-
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tétele szerint. Ugyanis a (16) alatti addiczió-tétel értelmében, 
ha pl.
Qv~* (cos ia cos iö-j+sin ia  sin cos fi — =
1 "
=  —  2 ’ -Pjr*(cos íffi) Q jr*(cosi#)cos u (<p—V u=0
úgy hogy végre a (29) és (28) egyenletekből két pont egymás­
tól való távolsága recziprok értékének keresett kifejtése
T = 2  (a. 6) (fft , #,) kit
OO OS
2 '  2 '  P vlT i  (cos ia-j) Qv~i (cos ia) X
v ju=0
X — COS v i d — ß j )  COS —  
(o ,< o )
(30)
megjegyezve, hogy a v = 0 -nak megfelelő tagban az helyett 
egyszerűen 1 veendő, mint az az addiczió-tételnek ez esetre 
vonatkozó vizsgálatából következik. A P y i  és Q yi  függvények 
expliczit alakját fentebb már láttuk.
Ide csatoljuk, mivel helyenként egyszerűsítéseket tesz lehe­
tővé, a következő egyenletet is, mely a (7) és (15) egyenlősé­
gek összehasonlításából közvetlenül adódik
Q* i (cos iff) =  - (cos ia), (31)
Végül meg kell még határoznunk a körgyűrű felületének 
elemét. A gyűrűfelület egyenletét, mint láttuk, közvetlenül a 
(2 0 ) és (2 1 ) alatti egyenletek adják, ha azokban a-t állandóval 
teszszük egyenlővé
a =  const. =  aq.
Jelöljük a gyűrű felületének elemét dO-val, akkor ezt, mint a 
felületelméletből ismeretes, mivel 6 és orthogonális koordi­
náták, a következő egyenlet szolgáltatja
d ö =  MNclOdt/),
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hol M  és N  a 18. és 19. lapon előforduló mennyiségek. Ezek 
értékét behelyettesítve kapjuk a körgyűrű felületelemét:
d O =  -  * f Sln y °  dddp, (32)
(negativ előjellel veendő, hogy dO pozitív legyen).
III. C. Neumann problémája.1
Ismertetnem kell még az eljárást, melylyel C. N eum ann  
problémáját megoldotta, mivel ez szolgált a jelen dolgozat ki­
indulásául és alapjául, s ennek gondolatmenetét fogjuk követni 
a mi feladatunk megfejtésében is . 2
Képzeljünk egy szigetelő közegben elhelyezett jó vezető kör­
gyűrűt, melynek felületét a
a =  const. =  (Tg
érték szolgáltatja. Ezt a gyűrűalakú vezetőt bizonyos elektro­
mos töltéssel látjuk el. Már most N eumann  azzal a kérdéssel 
foglalkozik, hogy a gyűrűvel közölt elektromosság, miképen 
helyezkedik el a körgyűrű felületén, ha a gyűrűre semmiféle 
külső (elektromos) erők nem hatnak?
Legyenek a gyűrű felületei egy s pontjának koordinátái 6S, 
<ps , az s pontot magában foglaló felületeken dOs . Jelöljük az 
elektromosság sűrűségét a dOs felületelemen ps-e 1, akkor p8X  
dOs nem egyéb, mint a dOs felületelemen elterülő elektromos­
ság mennyisége. A ps sűrűség minden esetre a 8S és ^s-nek 
valami függvénye, úgy hogy psdOs következő alakú
psd08 — /' {&s, (ps) ddgdps,
hol F(8s , ps) a 6S, ^«-nek valami függvénye. A feladat tehát 
csak az F  függvény meghatározása.
1 A jelölés, va lam in t a P  és Q függvények ném ileg  különböznek a. 
NEüMANN-nál előfordulóktól, u tóbbira 1. a Bevezetés végét.
2 C. Neumann, 1. c. 38—45. lap.
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Neumann a psdOs szorzatot a következő alakban írja
PsdO, =  . f {ds- - ^ =  desd<ps. (a)
y  COS i< js  —  COS 6 S
Az f  függvény alakját a következő meggondolással állapítja 
meg, mely nagyon megkönnyíti az f  meghatározását.
A gyűrűfelület bármely ^=const. meridiánsíkra szimmetri­
kus, tehát a mondott feltételek mellett a sűrűségnek bármely 
meridiánkor mentén ugyanannak kell lennie, vagyis ps és így 
f  is független ^„-től: f = f ( 8 s), csakis 9S függvénye. A gyűrű­
felület továbbá az xy  ekvátorsíkra nézve is szimmetrikus, 
tehát az xy  síkra nézve szimmetrikus fekvésű pontokban, ille­
tőleg körökben a sűrűségnek egyenlőnek kell lennie. A koor­
dinátarendszer tárgyalásából világos, hogy bármely 6S ponttal 
(ill. körrel) szimmetrikus a —6S pont (ill. kör), tehát f-nek a 
-\-9s és — 8S értékre egyenlőnek kell lennie. De ez azt mondja, 
hogy ha f-et 8S többszörösei szerint haladó trigonometrikus 
sorba fejtjük ki, ez csak a cosinusos tagokat tartalmazhatja, 
tehát következő alakú
f  — V' Kv cos ii8s . (b)
v=0
Tehát csak a Kv együtthatókat kell meghatározni. Ezeket a 
következő meggondolással határozza meg.
Egyensúly esetén a potencziálnak a vezető egész belsejében 
állandónak kell lennie. A gyűrű belsejében uralkodó potencziál 
a jelen esetben egyedül a felületen elhelyezkedett elektromos 
töltéstől származik, tehát a gyűrű belsejének egy í (<tí , 6í , <piy 
pontjában a F* potencziál
pKTudOs,
1
hol Bis az % és s pontoknak egymástól való távolsága, T{s — -p—
JMs
és az integráczió a gyűrű egész felületére vonatkozik. Tehát 
a K  együtthatókat úgy kell meghatározni, hogy a potencziál
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Fi =  J p,TiadOs — const.
legyen a gyűrű egész belsejében, azaz független legyen a 
öj, Oit <pi koordinátáktól. A (30) egyenlet értelmében, mivel 
0 » -> <rg,
Tis = 2(gj, i^)(o-g, 6>a)kn 2 '
00
2' í ’jr* (cos i<r*) öjr* (cos íVj) x
1-1=0
X — cos v(&i—6s) cos ju (<l>i—<f;s).
Ezt, valamint ősdOs-nek (a) és (ő) alatti értékét behelyettesítve 
s az integrácziót elvégezve azt találjuk, hogy
$71 +7Tf  P'TisdOs =  f { (£ '  Kv cos V®.) f de, =
0 —7t
Qk 00 Ä
=  - j - (< T i ,  &i) 2 '  —-  í^ - * (cos íö-s) 05_t(cos iá i)  cos v 6 lr
K r=0 V
vagy ha (o-j, 0;)-t a (29) és (31) szerint kifejezzük
(<tí , 8 i ) =  V costVi—cos ö; =  —
2 J/ ' 2
1





_  • 1 ______ ^
 ^ ^   ^ F ' CvQv0~l (cos í<r*) cos
r=0
CO ■ '
2* —~ P l~* (cos Í(TS) Qv0~i (cos Í(Ti) COS vöi
00
2 ’ CvQv~i (cos iái) cos \9i
V
Hogy ez a gyűrű belsejében mindenütt állandó, azaz a 
Ói, <9j-től független legyen, kell, hogy a számlálóban levő sor 
minden egyes tagja a nevezőben levő sor megfelelő tagjától 
csak ugyanabban az állandó tényezőben különbözzék, azaz, ha 
ezt a tényezőt pval jelöljük, kell, hogy
Mathematikai és Physikai Lapok. XIX. 6
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jr2 A l  p v - i  (co s i ffa) —  y  J. ^  % C V,
innen
k  = r A V
s-2 i-'J“ í(eos io»)
A y állandó a gyűrű töltéséből határozható meg. 
Tehát Kr értékét behelyettesítve
,n  k ^  2psd 0 8 — y i 2 '
v( '
(<ts, 08) “  P v~ i{cosier. cos vGsd6sd<ps ;
a (32) szerint
j r . ik* sin ias , .dOs — /a dOsdeps,
{<*s, Os)
ezzel osztva az előbbi egyenletet kapjuk a keresett sűrűséget, 
a NEUMANN-féle probléma megoldását:
Ps
vCs
ikx*s\ni<rs * -Pq_ (^cos i<Ts) cos vél.
(C. Neumann, 1. c. 43. és 44. 1.).
Fejtegetéseinek befejezéseképen megjegyzi, hogy hasonló 
módon határozható meg az elektromosság elhelyezkedése az 
esetben is, midőn erre a részecskék egymásra hatásán kívül 
még külső erők is hatnak. Ez esetben az f  függvény, mint a 
6S és </>s függvénye, a 0S és </>s többszörösei szerint haladó 
kettős trigonometrikus sorba fejthető ki, melynek együtthatói 
úgy határozhatók meg, hogy ekkor a felületen elhelyezkedett 
elektromosság potencziálja és a külső erők potencziálja össze­
gének kell állandónak lennie a vezető egész belsejében.
Neumann ezt az esetet tovább nem tárgyalja, s a potencziál 
általános kifejezését sem adja, mely, mint megjegyzéséből is 
kitűnik, e feladat megoldásához szükséges. Ezen általánosabb 
eset részletes kifejtése fogja képezni fejtegetéseink tárgyát. 
Még pedig előbb azon esetet tárgyaljuk, midőn a gyűrűre 
csakis külső erők hatnak, azaz a gyűrűnek nincs szabad töl-
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tése, s azután általánosítjuk eredményeinket az esetre, midőn 
a gyűrűnek szabad töltése is van.
IV. A megoszlott elektromosság eloszlása, ha a 
gyűrűnek nincs töltése.
Ezek után rátérhetünk tulajdonképeni problémánk tárgya­
lására. Vegyünk fel, mint előbb, egy szigetelő közegben elhe­
lyezett jó vezető körgyűrűt, melynek felületét a
a =  const. =  <ts
szolgáltatja. A vezető gyűrű legyen eredetileg közömbös álla­
potban, azaz ne legyen szabad töltése és legyenek a gyűrűn 
kívül a szigetelő közegben tetszőleges elektromos tömegek el­
helyezve, akkor ezek a vezető gyűrűre iníluálólag hatnak. Már 
most problémánk az, miképen oszlik el az említett elektro­
mos erők hatása alatt a megosztás útján létrejött elektromos­
ság a gyűrű felületén? S mivel az elektromosság ezen elosz­
lását az elektromosság sűrűsége mutatja, problémánk szaba­
tosabban kifejezve a következő : határozzuk meg a mondott fel­
tételek mellett a gyűrű felületén elhelyezkedett elektromosság 
sűrűségét a felület minden pontjában.
Legyenek a gyűrű felülete egy s pontjának koordinátái ismét 
Gs , <fs , e pontot magában foglaló felületelem dOs, az elek­
tromosság sűrűsége az s pontban (illetőleg a dOs felületele­
men) ps , akkor psdOs nem egyéb, mint a dOs felületelemen 
elterülő elektromosság mennyisége.
írjuk, mint előbb, a ps . dOs szorzatot a következő alakban
P s d O s  = — M ^ J ^ =  desd<fis, (33)
"(/ cos i<rs—cos 0S
f(Gs, <ps) mindenesetre kifejthető a 6*s és <ps szerint haladó 
kettős trigonometrikus sorba. Legyen
6*
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f(9e, <!’«)='!£,' 2 ’ {Kp* COS v9s COS p.lps +  K^r COS vGa SlUptps +
(U—0 r = 0
-+- K'{iv sin v9s cos p<ps-\-K'{!v sin v9s sin ^s} =  (34)
00
=  S  2* Ä/<» COS v9a COS {Mpst
)U =  0, 4 =  0
a hol a K  együtthatók a 9S és ^«-től független állandók; a 
S  előtt álló S, mint előbb is (2 0 . lap), csak a kettős trigono­
metrikus sornak rövidebb jelölésére szolgál, jelezve, hogy a 
kiírt kettős sor mellé a többi három is veendő, melyek a 
sinusnak a cosinussal való felcserélése által keletkeznek; a 
A melletti vessző pedig azt jelenti, hogy a p=0  és v = 0 -nak 
megfelelő tagok |-el szorozva (tehát a p = v = 0  tag |-el) veendők. 
A K  együtthatók mellé tett vesszők csak megkülönbözteté­
sükre szolgálnak. Feladatunk a K együtthatókat meghatározni. 
Ezt a következő meggondolással végezhetjük.
A gyűrű belsejében uralkodó Fj potencziál két részből te­
vődik össze: a külső influáló elektromos tömegektől eredő Vk 
potencziálból és az influenczia folytán a felületen elhelyezke­
dett elektromos tömegek Vf potencziáljából, e kettő összege F*
V i = V k + V f . (35)
Fj-nek a vezető gyűrű egész belsejében állandónak kell lennie, 
azaz a gyűrű belsejének bármely (o-j, 9 it <j>i) pontjában füg­
getlennek kell lennie a. ai, 9i, <pi koordinátáktól.
Legyen a felület s pontjának távolsága a gyűrű belsejének
i pontjától Kis, recziprok értéke - 5 — =  Tis, akkor a felületen 
elterülő elektromosság potencziálja az i pontban
Vf =  f  =  j  PsTiadOs, (36)
a hol az integráczió a gyűrű egész felületére vonatkozik. Tehát 
a K  együtthatókat úgy kell meghatározni, hogy adott Vk po­
tencziál mellett a
V i  =  V k + $ p s T i s d O s (37 )
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potencziál a gyűrű egész belsejében állandó, a o-j, <9*, fii ko­
ordinátáktól független érték maradjon.
Az influáló tömegek potencziálja a gyűrű belsejének i pont­
jában a II. fejezet (26) egyenlete értelmében
V,c =  ÍOi, Of) s 2' (cos iffi) +
ju=0, r=0
+  (COS iffi)] cos COS (38)
Kimutatjuk, hogy Ffc együtthatói az i pontnak pusztán Q 
függvényeivel fejezhetők ki, azaz az összes a együtthatók 0 -al 
tehetők egyenlővé.
Vegyük föl, hogy az influáló rendszer egyetlen, a gyűrűn 
kívül fekvő a(<7a, 0a, fi fi) pontban elhelyezett ea elektromos 
tömegből áll. Ennek potencziálja az i pontban,
V — —g-  — p Tv ea  p  ai 9 •H-ui
mivel bármely külső pont esetén
ff a ^  ff i ,
{1. 16. lap), a (30) egyenlet szerint következőkép állítható elő
jr 2ea (<Ta, 0a)((Ti, Of) ff, ff,, T) 1 f l * \ VVea=  ----------y - --------- 2  PfT*. (COS iff«) Qjr* (cos íffi) X
2 ea(ffg, Pofijai, 0f)
kx
V n=0
X  ~  COS V (Oa — Of) COS fj. (ipa-fii) —
00
S 2 '  (cos ia,f) Qt'-z (cos iaf) X
r, fí-0
cos v<9« cos nfia
X ----------------- £—  cos vesh cos
Ha a ható rendszer tetszésszerinti számú tömegpontból áll, 
akkor a potencziál csupa ilyen alakú tagok összege:
v * = 2 V , =
= (ffi, Of) s 2 ' í 2  9a) p b  (cos **■
ju, v * a KTT
X  (cos íffj) cos v6>i cos /i^j,
. x COS vOa COS fifi-a
X
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ez pedig ismét (38) alakú, a 0* és </>i szerint haladó kettős 
trigonometrikus sor, melynek együtthatója azonban a oynek 
csupán Q függvénye, szorozva a <rr tól nem függő állandókkal. 
Ha végűi a ható elektromos tömegek a térben folytonos mó­
don vannak eloszolva tetszőleges felületeken és térben (a gyű­
rűn kívül), akkor a potencziál a F^-naK e felületekre és térre 
vonatkozó integrálja, hol ekkor ea helyett az sf felületi és st 
térbeli sűrűség lép f e l :
F i=  («,, » ,)S S  { J  2 f£ Í 2 tM p r ,(cos ,„ ,)£2ií?Z £21í*(if +
+ f  J i á g A t  P.(cos í»j  x
X (cos io?) cos ]/9i cos
ugyancsak a (38) alakú kifejezés, ha abban minden a együtt­
hatót O-al teszünk egyenlővé.
Ezzel ki van mutatva, bogy a gyűrűn kívül fekvő tetszőle­
ges elektromos tömegek Vk potencziálja a gyűrű belsejében 
következő alakban állítható elő
Vk — (ö-j, 6i) S  2 ’ fyuvQfT* (cos ) cos v&icos iu<Pu (39)H=0, r=0
a hol a b^v már a 0 j, <pu oí egyikének se függvénye.
Ezután még az
J f>sl ÍS^lOg
kifejezést kell kiszámítanunk. A psdOs szorzatot a (33) és (34) 
egyenletek szolgáltatják, a Tis pedig, mivel ai>as , a (30) egyen­
let értelmében
T{, =  2(gi’ W 'i lM . 2 ' I '  P'-i (cos ias)Q:r* (COS id) X
IC7T v u=0
X — cos v  (9i—08) cos ju =
=  2(<ri' ^  S 2 '  P ír1 (cos úr,) O'H (cos iái) XK7t n, v
COS V 0 i COS UCÍ’i  „  ' .X -----------------------CZ-  COS V0S COS jups,
V
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tehát, mivel (as, í9s)-el a kifejezés rövidül,
27T +71f ftsTudOs =  J J j S S ' P f i  (cos ias) X
0 -«  1 1 v
s/ Ov-I/ • \ cos vQi cos fi<pi (X  C?» í (COSÍ<Tí)— ----------- í-1-  C O SV0s C O S ^ g f  X
x { S 2 '  Ä»v cos v9s cos n<ps} dGscl(ps.
M . V
Az integrandusz két kettős trigonometrikus sor szorzata, tehát 
a beszorzást elvégezve 16 négyszeres sort kapunk, azonban 
az integráczió végrehajtásával ezek egyetlen kettős trigonomet­
rikus (S í  alakú) sorra redukálódnak. Ugyanis a beszorzással 
keletkező sorok elseje, ha a <9S, ^s-től független részt (együtt­
hatókat) az első tényezőben rövidség kedvéért A^j-el jelöl­
jük, a n és v-t úgy ezekben, mint a cosinus és sinus argu­
mentumában külön indexxel látva el annak jelölésére, hogy a 
két sor szorzatában az összegezés mindegyik szerint külön 
veendő, következő :
2 ’ 2” 2 '  2 '  cos Vl0s cos cos vß s cos f i ^ 8,
V i=0 jM-i—o  r 2= 0  ju2= 0
melyből a többi 15 sor a cosinusnak sinussal való felcserélése 
által nyerhető. Ezek integrálját a következő ismeretes formu­
lák alapján határozhatjuk meg
J cos mx cos nxdx =
>
in
J  sin mx sin nxdx  =
>
in
J sin mx cos nxdx — 0, 
o
in
J  dx — In.
0, ha m  =)= n,
n, « m - n,
o, ha m  =(= n,
JT, « m  =  n,
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Ezeket tekintetbe véve könnyen belátható, hogy a 16 négy­
szeres sorból csak az a négy nem 0 , melyben ugyanannak a 
szögnek csak egyenlő függvényei fordulnak elő, s azokból is 
csak azok a tagok maradnak meg, melyekben
ft  =  f t  > vi — vt >
tehát az egész a következő négy kettős sorra redukálódik :
' 5 • ■ ’ - •' •; !
%7l +7t w
Ti n n c ^ « v / i  / 7 / Q  / 7 / A  ------  / I  I
v fXV2 ' /  f  AllvKtirco s \e s cos2fi<i)ad9sd(iis =  ti2 2 '
*> v 0 »
Cc *« +*
2 ' J /  ÁIÁVK[iaco s\9 a sin2fi<psd8s d<ps =  n2 2 ' A'^K'^
“« * 0 -n  IV*
oo 2lt +7t
2 '  /  J  A"llvK"lirs \n \9 s cos2p<pad9sd<l>„ — n2 2 '  A'^K'^
0 ~7t
oo 2ir +*
2 ' /  /  A'prKpt sin*v(9g sm 2p</>ad9a dty, =  n2 2 '
f‘>r o -»
a hol
.d ILV— 2 (o-j, 9j) Pv~j (cos fq-g) (cos iffj) 
h n  v
cos v9i cos ]xtpi,
s a vesszős A-kat a cosinusnak sinussal való megfelelő fel­
cserélése által nyerjük. Tehát végül
f  p .iT isdO a ==
— (cos iaa) Qv~* (cos iffi) cos v9i cos fitpi.
<9~ “ K
=  ~  {<Ti, 9i) s  2 ' ^
rC /u, v V
Ezt és Ffc-nak (39) alatti kifejezését Fr nek (37) alatti egyen­
letébe helyettesítve
V i=  V* +  Vf  =
00 í 9,7T K
= (<Ti, 0 ,18 2 '  P;-*(cos icFg) (%-i (cos Urd +
+  b p v Q jr *  COS iá i)}  cos v 9 i  cos fiipi,
s ennek állandónak kell lennie a gyűrű egész belsejében. Tehát 
a együtthatókat úgy kell meghatározni, hogy a jobboldal 
független legyen a{, 9i, <pclö\.
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A  (ö-j, 9 i) tényező kifejthető a 6i többszöröseinek cosinusa 
szerint haladó sorba. Ugyanis a (29) alatti egyenlőség értel­
mében
1 1 °> 1/  2  00
------- - =  ■■ - =  —  x  Q v ~ t  (cos í ° í )cos (^ o)
(«Ti, 9i) \  COS i f f  — COS 8  71 K=0
s innen
.--------------------71 1
((Ti, 8i) =  X cos iffi—cos 9i =  ^  —----------------------------, (41)






ezt Uj-nek fenti egyenletébe helyettesítve, s egyúttal expliczite 
kiírva a négy kettős sort, melyet az S  jelent, mivel ezentúl 
mindegyiket külön kell tárgyalni
00
2 '  
JU, V
T  r nVi = -----^  X
2 Y  2
p v - i  (cos jas) Qv-i (cos (cos iffi) 




f i ,  V
2 '  Qv_í (cos iffi) cos v9l
V
~  P*-* (cos iffs) Q’- i  (cos iffl)+b'ßVQv~i (cos i<n)- rC V
1




2 '  Qv~i (cos iff1) cos v9
V
[ k v P -~‘ (fi0íi Í<Ts) C^0S iai')+ b^ ' T ‘ (cos *•”)]
+




2 '  Qv~i  (cos iffi) cos v9i
V
- ű) ír»"
L k U P '“~S C^0S ^  (-C0S (cos í<Ti)
~r
sin v9i sin \i<J>i
oo f
27 Qv~i  (cos ia-i) cos v8{
röviden jelölve
=  2  {A + fa+ /'s+ /4}- (42)
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Hogy Vi állandó legyen, ezen f\ , ft , fa, f4 tagok mindegyiké­
nek, mint trigonometrikus soroknak, külön-külön állandónak 
kell lennie. Vizsgáljuk ezeket sorra. f t-et következőkép is ír­
hatjuk
2' { 2 ' R r  —  l 3 u ~ i  (cos iff a )  Q l ~ i  (COS iff i )
f  _  p » K v___________________________ In ~  co ”T
2 " Q‘~* (cos cos V#í
bnvQjr* (cos *<n)] CQS v®i}cos p-'Pi
Oo
2 '  (?,_i (cos iö-j) COS
V
Hogy ez j^-től független legyen, kell hogy a cos fupi szerint 
haladó sor minden egyes tagjának együtthatója, vagyis a 
{ }-ben álló kifejezés minden [i esetén, kivéve a /i= 0  értéket, 
0  legyen:
V
P]Tk{ COS iff a) (/T H  COS iff i) +
___  -1- bpivQ'tt~i  (cos ío-j)] cos v6i =  0 ;
de ez ismét, mint ö; trigonometrikus sora, csak akkor lesz 0 , 
ha minden egyes együttható =  0 , még pedig minden v érték 
mellett, tehát
P r k (cos 0 j - i  (cos iai ) + b^ Q u ~ i  (cos iffi) =  0,
s innen
A;
2 ?r (cos iff a)
fi=l,2,3,...
»=0,1,2, . . . (43)
s ezzel mindazon K^, együtthatók, melyekben /*=}= 0 , meg van­
nak határozva. Hasonlóan kapjuk f2, fs és /4-ből /1 és v ugyan­
azon értékeire
A: ,;Ó(1V
2 ir i* -*  (cos íVs)
A: vő';»
2 ^ -Pj- * (COS iffg)
1c vb1; 1,
2 ?r P r- i  {cos iffs)
(4 3 )
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Hátra vannak még a Fj azon tagjai, melyekben (a= 0 . Ezek 








", r 2;r K(
27 [ -y----- — P r 1 (cos i(Ts) Q'0~i (cos iö-j)+b0vQ y i  (cos ío-j)] cos v<9í
rí ,v
2 ' (?v~* (cos rVj) cos i/0j
V
oo ű)_ //"
27 [ -v------ - Pír* (cos iaa) Q y i  (cos iái) +  &őv(?o- i  (cos iái)] sin iS í
2 ’ Qv~~2 (cos cos \/6i
Az /og, mivel a számláló sinv#,, a nevező pedig cos v(9j szerint 
haladó sor, ismét csak úgy lehet állandó, ha a számláló, s 
következőleg minden egyes sin i>Gi tag együtthatója 0 ,
-^r- —— Pj- * (cos nts) Ql~i{cos lö-d+áői'Öír* (cos )<7j) =  0 , fC v
s innen
P'óv =  -
k vóöv
2 rr P^~* (cos i(Ts) 
(r=0,1, 2,.. .)
(44.)
Az /oj-re ezt a meggondolást nem alkalmazhatjuk, mert 
akkor a Fj potencziál =  0  volna, míg Frre csakis az a felté­
tel, hogy állandó legyen és általában a 0 -tól különböző érték. 
Azonban f01, mivel úgy a számlálója, mint nevezője cos v#* 
szerint haladó sor, úgy is lehet állandó, hogy a számlálóban 
levő sor arányos a nevezőben levővel; de ez, mint a trigono­
metrikus sorok elméletéből ismeretes, csak úgy lehetséges, ha 
. . * 
az egyik sor tagjai a másik sor megfelelő tagjaitól csak egy
ugyanazon állandó (o-;, 9i , </>rtói független) arányossági ténye*
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zőben különböznek. Jelöljük ezt az arányossági tényezőt jr-val, 
akkor tehát a következő egyenletnek kell fennállni a minden 
v =  0 , 1 , % . . .  m ellett:
(cos jas) O '-i (cos iai) +
+  bo*Ql~* (cos iffi) = xQr~i (cos iái).
A (31) szerint Ov~i (cos «V) a Qv0~* (cosier)-tói csak egy állaüdó 
tényezőben különbözik, ezt röviden C»-vel jelölve
hol
O*- ’ (cos iffi) =  CvQv0~i (cos iffi),
„  7T 1 . 3 . . .  (2v—1)
2v+i 2 . 4 . . .  (2v) ; (45)
e szerint előbbi egyenletünk következőkép egyszerűsbül





(cos Í(TS) in  Pv0~i (cos tar,) ’
(•=0, 1, 2,...)
(46)
megjegyezve, hogy mivel v a T  kifejezéséből származott ide, 
itt is úgy mint a T  képletében (30), v= 0  esetén a v tényező 
helyébe 1 írandó.
Ezzel az összes K  együtthatók, a'x-tól eltekintve, meg van­
nak határozva. Összehasonlítva ezeknek (43), (44) és (46) alatti 
kifejezéseit látjuk, hogy a K0l együtthatók kivételével vala­
mennyi következő alakú
JS   k______ vfepy
Vf<v in  P l - i  (cos itr3) ’
r; ‘ ^
s a Kor is csak abban különbözik, hogy ezen kifejezéshez még 
egy addendus tag járul.
Még a x arányossági tényező határozatlan Kov kifejezésében. 
Ezt következőkép határozhatjuk meg. A gyűrűnek feltételünk
szerint eredetileg nincs szabad töltése; a gyűrűn elterülő elek­
tromosság mennyiségét, azaz a gyűrű töltését az
j  PsdOs (47)
kifejezés adja, hol az integráczió a gyűrű egész felületére vo­
natkozik; ennek tehát feltételünk értelmében O-nak kell lenni
J o sdOs — 0 .
Helyettesítsük ebbe psdOs-nek (33) és (34) alatti értékét és 
írjuk a következő három részre bontva
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J psdOa —
2« +it
|  oo oo
V n : 2  2  {Kß*cos v&s cospi/>s -\-K^v cos v9s sin
t<rs , v s) í v=o
+  K'úv sin v9s cos fiips+K '^ l sin v9s sin fi<ps} d9sd</>s +
2 71 +7t
+  í í 7------ O^v cos v ß sdQsd(f)8 -j-
0 —71
%7l +71
+ r J  f
0 —n
röviden jelölve
— I \  +  I !• +  2 4  •










" -j/ cos íf7g—cos 9 .
rí6>,
2a
,J" cos pt/>sd</>s =  0 ,
mert
2tt 2tt
J cos p<psd</> =  J  sin fi<pad</>8 —  0, 
o o
U -l, 2, 3, . . .
hasonlóan = 0  az J^ben foglalt többi három sor is.
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4  -  2 ' K *v=0
A  (29) szerint 
1
2 n + nff cos v9so -a  cos iff*—cos 9;— d9sd([>s —




f cos v9sd9Hcos lffs—cos 6*«
9 .yí 2
2 '  0 ,_4 (cos zVg) cosu9s, (48)
j/cosiffg—cos 9S n »=o
ezt cos v<9s((6>s-el szorozva és —jr-től + 7r-ig integrálva, a S3, 






— 2  ) f  2  Qv-i (cos (ff*),
4  =  4 * /  2  2 ' I\ovQv~* (cos io-g).
>=o
27T +7T
= ! « ■ / /
sin vöt
^ / c o s  ia„—cos 9,






\ í cos ias—cos 9,
sin v9sd,9s
d&gdt})» =
=  0 ,
d /  COS iffa — COS 9S
— ?   ^ 2* QVl~~ (cos iffs) ( cosv19s sim/í9sd9s= 0,TT .. _A *v1=0
(r2 =^0)
ugyancsak a 37. lapon idézett integráltételek értelmében.
Ezekpt (47)-be behelyettesítve
0 : • ’» ■ • j
| psdO =  2 * /  2  2 ' K0tQv- i  (cos iffs) =  0 ,
, ’ 4 =  0
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K0v-nek (46) alatti értékét behelyettesítve
innen
— k y f l
(49)
hol v-re ugyanaz a megjegyzés érvényes, mini a 38. lapon. 
Ezzel a ps dOs összes együtthatói teljesen meg vannak ha­
tározva.
Ismerve a K  együtthatókat, a ps sűrűség a (33) egyenletből 
rögtön adódik. Ugyanis (32)-szerint
oszszuk ezzel a (33) egyenletei, akkor végre kapjuk a meg­
osztott elektromosság keresett sűrűségét a gyűrű felületének 
valamely (9S, <pj) pontjában:
Ezek után eredményeinket következő tételbe foglalhatjuk 
össze.
Ha egy szigetelő közegben elhelyezett körgyűrű alakú ve­
zető, melynek nincs szabad elektromos töltése, tetszőleges külső 
elektromos tömegek .hatása- alatt áll, melyeknek potencziálja a 
gyűrű belsejében,
v k =  (<Ti, 0i) 2 '  2 '  Qű~*(cOS iffi) [b^v cos vGi cos/Alpi +
+  b'pv cos v9i sin ^  sin i>9i cos y<pi +
+  b'j'v sin vöj sin
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akkor a gyűrű felületén ezek hatása alatt inftuált elektromos­
ság ps sűrűsége a felület bármely (79 s , <ps) pontjában követ­
kezőképen fejezhető k i :
P s -
(cos ias— cos 8s)i
hol
ha
y,' 2 ’ {Kßv  COS V&S COS JU^S +  
ju=0 r=0ik2 sin ias
+  K fv cos v6s sin gips-j-K"^ sin v6s cos pifs +  
+  K'jl sin vGs sin p<ps},
rs    k______ vb^ ív_____ j
M> ln  P * i (cos ias)
(50)
P +  0 , 0  1 2
a vesszős K  együtthatókat pedig ebből ugyanazon \x és v-re 
b-nek a megfelelő vesszős b-vel való felcserélése által nyerjük 
és a fx=0-nak megfelelő együtthatók
Kov =  x
K" — _  Ro» — —
k
k vbl 
2 ír P v0~° (cos íffs) 
vCv k vbov
A z utóbbiban
27t P r0~* (cos Í(Ts) Un P v0 * (cos Í(Ts)
(y=0, 1, 2,. ..).
(cos Ívj)
X
2 q vb0v p v^ _ i  ^ Q g  ^
Q v ~ H c o s i < r s )  ’ 
,=0 P r H c o s i u s )
c v - 1 . 3 . . .  (2v—1)Qv + J 2 . 4 . . .  (2v— 2)
PjT* és Qjp* az I. és II. fejezetben tárgyalt függvények.
V .  A z  elektromosság elhelyezkedése, ha a gyűrű­
nek szabad töltése van.
Az előbbi fejezetben nyert eredményekről könnyen rátérhe­
tünk arra az esetre, midőn a külső elektromos tömegek hatása 1
1 A esetre 1. a 38. lapon tett megjegyzést.
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alatt álló gyűrűnek szabad töltése is van. Könnyen belátható, 
hogy ez az eset is teljesen ugyanazon gondolatmenettel old­
ható meg, mint az előbbi, különbség csakis abban van, 
hogy az
J  psdOa =  0
feltétel helyébe, ha a gyűrű szabad töltését E-ve 1 jelöljük, az
/  psdOs =  E  (51)
feltétel lép. A külső hatóktól eredő Vk potencziál s a felüle­
ten elhelyezkedett összes, szabad és az influenczia folytán 
keletkezett elektromosság Vr potencziálja összegének
V =  Vk +  Vt
a gyűrű egész belsejében a jelen esetben is állandónak kell 
lennie, s az előbbi fejezet további eljárása is pontról-pontra 
alkalmazható, úgy hogy a K  együtthatókat, mint könnyű be­
látni, ugyanazok a kifejezések szolgáltatják, mint az előbbi 
esetben. Tehát most is
hol
(cosi<rs—cos6»s)i “ “
ps = — ------. , 2 ■ ■ ------ Z  > { V  COS v9s COS flips-\-
X/v S in  %<Js [a=0  r= 0
-f- KpV cos v9s sin fi<pa-\-K\[v sin v9s cos p<ps +
+  K'^v sin v9s sin p<ps},
Kflv= - k Vbn
2 n Pjr'J (cos ias) 
minden esetben, a következők kivételével:
E(h =  x -
k vCv k vb,Ov




Különbség csakis ott jelentkezik, a hol az (51) alatti feltétel 
jő tekintetbe, vagyis a x arányossági tényező meghatározásá­
nál. Az (51) baloldalán levő integrál értéke most is ugyanaz, 
mint az előbbi fejezetben I
I psdOs =  27t y  2  V' K0vQv~‘ (cos iaa).
i =0
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Ezt az (51) egyenletbe helyettesítve s ebbe Kov fenti értékét 
téve
Jp sdOs =  ’in  jA i  X  K0vQv-i  (cos ias) =
J  i-=0
=  k i x X » C v
r=0
Qr~* (cos ias) 
P r0- i  (cos ias)
OS
2 ' »/'Óv 
v=0
(3 V-1 (cos iVs) " 
£*5“* (cos ia-g) -
s innen
y  =
E  , v» h 0 r -í (cos iff*)7r=  +  VC?0v -------------------
k  \  i  »=0 (cos Í<TS)
X  vCrv—0
Q* * (cos Í<TS) 
■Pj)- * (cos Í<TS)
(55)
Mint látjuk, *  is csak annyiban változott, hogy egy adden- 
dus tag járult hozzá.
Részletezzük egy kissé most nyert általános eredményünket.
1. Ha E =  0, azaz a gyűrűnek nincs szabad töltése, akkor 
x  a (49) alatti értékre redukálódik és így az előbbi fejezet 
eredményét kapjuk.
2. Ha ellenben a gyűrűnek van 0-tól különböző E  töltése, 
de semmiféle külső erő nem hat rá, (ez a Neumann által tár­
gyalt eset), azaz Vk az egész térben 0 , vagyis minden b együtt­





Ä”   7 Z '   7 Z "    T ? , n    n(XV ------ —  -**- (XV ------  ( IV  ------
K l  =  0
jr _ k vCV
Í0v X In  P'0~i (cos ia-g) ’
____________E ___________
k / y  x * c v g;:;;cos^r=0 2 (cos l(TsX
(56)
Ekkor tehát a sűrűség (52) alatti kifejezéséből egyedül a 
cos v#s szerint haladó tagok maradnak meg :
ps
(cos ias—cos &s)f 
ik* sin ios X  E 0v cos v9g,.=o
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hol Kov értéke az (56) alatti. Ez tehát a sűrűség, mely a gyű­
rűvel közölt E  elektromos töltés elhelyezkedését szolgáltatja, 
egyensúly esetén, ha semmiféle külső erő nem hat reá, s ez 
teljesen megegyezik NEDMANN-nak 30-ik lapon közölt eredmé­
nyével.
Az 1. és 2. eset összehasonlítása nevezetes tételt szolgál­
tat, mely ugyan általánosan, tetszésszerinti vezető esetére is 
érvényes, s azért csak támogatja eredményeink helyességét. 
A 2. esetben ps általános, (52) alatti kifejezéséből, melynek 
együtthatóit (53), (54) és (55) szolgáltatják, mindazok a tagok 
kiesnek, melyek az 1 . esetben megvannak és mindazon tagjai 
az általános esetnek megmaradnak, melyek az 1 . esetben 
hiányoznak. E szerint a ps általános, (52), (53), (54) és (55)-el 
meghatározott kifejezését úgy foghatjuk fel, hogy az két önálló 
részből tevődik össze, nevezetesen a megosztás folytán .kelet­
kezett elektromosság px sűrűségéből és a szabad töltés p,  sű­
rűségéből :
P s  — P i  +  P«, >
melyek egymástól függetlenül helyezkednek el a gyűrű felüle­
tén. Tehát a két töltés egymásra szuperponálódik, vagyis a 
szabad töltés egyformán helyezkedik el, akár éri külső hatás a 
gyűrűt, akár nem, és fordítva.
VI. Alkalmazás.
Eredményeinket egy egyszerű specziális esetre alkalmazzuk, 
mely azoknak támogatására szolgálhat.
Legyen a megosztó rendszer egyetlen, a gyűrű geometriai 
tengelyében, vagyis a Z  tengelyben fekvő e elektromos tömeg­
pont. Ennek potencziálja a gyűrű belsejének egy i pontjában
Vk =  4 ~  =  eTei, (57)
*ei
hol R ei az e és i pontok egymástól való távolsága. Legyenek 
az e pontnak (egyszerűség kedvéért azt a pontot is, hol az
7»
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e elektromos tömeg helyet foglal, e-vel jelöljük), koordinátái 
(<7e, 9e, ipe), akkor
o> =  0 ,
és <p-tői az e pont független. Ezek szerint T-nek (28) alatti 
kifejezése következőkép egyszerűsbül
r  \ f  1—cos0e ,  1
i ei =  — 7= = —  m , 9i) ........................... =  =
k y 2 ycosío-j—cos(0e—9j)
2 1 — cos 9e
kn ((Ti, 9 i)  2 '  (cos ío-j) cos v ( 9 e— 9i) ,v=0
(29) szerint.
A felvett esetet még tovább speczializáljuk. Legyen az e 
elektromos tömegpont a gyűrű geometriai középpontjában, azaz 
a koordinátarendszer A  kezdőpontjában. Akkor
tehát
„ _  2  /  2  
ei —  7„kn
((Ti,
00
9j) 2 '  (— 1 )'’Qv~i (cos ioj) cos v6>j.
v -0
Ezt (57)-be behelyettesítve és összehasonlítva a külső hatók 




b uv — bp,. — b [iV bZ  =  0 ,
b'ov — U,
2 2
bov — (—l)v — ;r—  e;
h 7T
tehát (43), (44) és (46) szerint minden jtí=j=0-ra
K'Z  =  0 ,Ti a , 1 —  léux —  I \ , , ,
Aov =  *
k
K I  =  0 ,
i ,v+1 Y  $
+  ( - ! ) ”
ve
2 zr P lj~* (cos í<Ts) 1 v *' n- P v0 »(cos ios) 
E szerint ps a következő egyszerű kifejezésre redukálódik
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(COS i<Ts —  COS 0 s)f  ” , „!= --------rp r“ 7-- :------ 2j A<,»COSl/é?sí/i" sin í<js i-=o (.58)
Mint látjuk, ps független $Mől és (9s-nek csak cosinusai 
szerint haladó sorát tartalmazza. Ennek jelentése, hogy a ps 
sűrűség minden ^s=const. meridiánkor mentén ugyanaz, s 
azonfelül -\-9s és — 6b értékre is egyenlő, vagyis az xy  síkra 
szimmetrikus. Ez, tekintve az e influáló tömegpont szimme­
trikus fekvését a gyűrűre nézve, természetes is.
Az (58) egyenletből a maximális és minimális ps sűrűség 
helyeit is meghatározhatjuk. A /?s-nek ott lesz szélső értéke, 
a hol a 9S szerinti első differencziálhányadosa 0,
dr>s
39s
3 (cos%(ts cos 9S)2 . ", „
— -ÖT ------—: 7----------- Sin 9S 2j &0v COS v9„ +z ik* sm ias r=o
, (cos iffs — cos #s)® ^  .d-------TJ-S-. r -7-----2j a 0,v sin v9s =Ili sm ias) r=o
(cos?ö-s—cos 9sf  ” ,, . ,,
= ---------Tr*—.—.-------->  [1 h 0v sm 9S cos v9b —
ik  sm  ia s r=0
— Ko> v . cos i<js sin v6b +  Kqv v cos 9S sin v#.,];
ez pedig a 9S—0 és 9S= n  értékre 0, mert ekkor a I  minden 
egyes tagja 0. Tehát a maximális és minimális sűrűség a 
(9S= 0  és 9S= n  körök mentén, vagyis a gyűrűnek az xy  sík­
kal való metszetében terül el.
Korén Dénes.

Calderoni mii- és tanszervállalat r.-t.
Budapest, IV., Váci-utca 50.
Ajánlja saját szerkesztésű szabadalmazott vetítőkészülékeit.
Vetítőkészülék «Calderoni I»
Ezen készülék lámpa-szekrénye legjobb minőségű acéllemezekből van 
készítve, eternit-béléssel és kitűnő szellőztető szerkezettel van ellátva, 
120 mm. átm. kettős megvilágitólencsével (Kondensor), hajtócsavarral ellátott 
objektív-foglalattal, egy ebbe illő kitűnő vetítési objektívvei, a finom beállítás 
részére szolgáló mikrométer-csavarral és tolószerkezettel ellátott kettős kép­
váltó kerettel van felszerelve. A kondensor-lencsék a lámpatartó szekrényen 
kívül vannak elhelyezve és a lencsék közt felmelegedő levegő a kondensort 
tartó cső felső részén levő és egy kis fedővel borított nyíláson át távozhatik. 
A kondensor mögött egy kali-üvegből készített védőlemez van elhelyezve. —  
A készülék, mely egy áttört vastalapzatra van felszerelve, teljesen fémből van 
készítve. — A bronzból készített objektivet tartó előrósz egy mikrometer- 
csavar segélyével magasabbra és mélyebbre állítható. Az oldalajtóval és bár­
sonyból készült fényelzáró-függönynyel ellátott készülék ára fenti felszerelés­
sel lám pa nélkül K 2fíO .—
Vetítőkészülék «Calderoni I. II.»
Ezen készülék, mely ugyanolyan szerkezetű mint a túloldali, egy általunk 
szerkesztett hűtővel van még ellátva, mely a megvilágító lencsék közé van 
igtalva. —  Ezen felszerelés vetítő készülékünket a legtökéletesebb ilynemű 
készülékké avatja. Ára lámpa nélkül K 3 5 0 .—
A vetítőkészülékeinkhez felszerelt hajtócsavarral ellátott objektív fog­
lalatba tetszés szerinti 6 különféle gyútávolságu vetítési objectívet lehet 
elhelyezni, melynek gyútávolsága 180, 200, 250, 310, 358, 40b, mm. — 
Minden készülékhez a fentjelzett árban csak egy darab ilyen vetítési objektiv 
tartozik. — Minden további objektiv ára darabonként K 2 4 .—
Vetítőkészülékeink a merőleges és vízszintes síkban végbemenő vetítésre, 
valamint mikroskopikus vetítésre is, úgyszintén színképek, interferenciális 
tünemények, fényelhajlási, fénysarkitési és kettős törési kísérletek stb. veti- 
tésére is alkalmasak. Ezen mellékeszközökről addig is, mig az ezekről szóló 
külön árjegyzékünk meg fog jelenni, kívánatra szívesen küldünk részletes 
költségvetéseket. Velitőkészülékeinket— melyek a legtökéletesebbek— tetszés 
szerinti fényforrással, u. in. villamos ívfénynyel, mészfénynyel, acetylénnel,bor- 
szesz-izzófénynyel stb. szállítjuk.
E lek tro m o s ív lam p a
legjobb minőségű és felette erős 
szerkezetű (mellékelt ábra szerint) 
mely hajtócsavarok segélyével 
minden irányban könnyen moz­
gatható, 110—220 volt feszült­
ségű egyen- vagy váltóáramhoz,
5—50 Ampere áramerősségig hasz­
nálható. Ára K 1 2 0 .—
E lek tro m o s ív lá m p a
egyszerűbb és könnyebb szerke­
zetű. Ára K i ) 0 .—
B o r sz esz -izz ó íé n y lá m p a  légsűrítővel ellátva, mely 300 gyertya­
fény erejű világítást szolgáltat. Ára teljesen felszerelve K 5 0 .—
H árom láb ú  a sz ta lá llv á n y , mely hajtócsavar-szerkezet segé­
lyével magasabbra és mélyebbre állítható, felső lapja pedig a vetítőkészülék 
által esetleg megkívánt szög alá, illetve ferde állásba hozható. Ára K 110 . —
V etíté si ern yő  finom vászonból 200 cm. négyzetben, gyűrűkkel 
ellátva. Ára K 8 .—
E r n y ő -á ll  vány  fenti ernyő részére, mely könnyen és gyorsan 
szétszedhető. Ára szekrényben K 3 0 .—
V etítési ern yők  zsinórral felhúzható szerkezettel. — Ezen ernyők 
legczélszerübben a falra erősítendő 2 vastámaszra szerelendő!?, azonban 
bárhová, esetleg közvetlenül a falra is felerősithetők. — Az ernyők árai 
a következők:
200 240 300 360 420 480 cm. négyzetben
Ára 4 5 .— 6 5 . -  OO.— 1 4 5 .— 2 0 0 .— 2 4 0 .— korona.
Calderoni m ű -és tanszervállalat részvénytársaság, Budapest, IY., Yáci-utca 50.
Részletes nagy árjegyzék vetitőkészülékeinkről m u nkában  van.
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A M athem attkai é s  P liysikai L ap ok  évenként 8 , legalább  3  ívn y i 
füzetb en  jelennek m e g , m ég pedig, a  nyári h ón ap ok  k ivéte lével, m in ­
d enkor a hó m ásod ik  felében. Az e g é sz  évfolyam  2 4  30 ív terjedelm ű  
le sz . K lőfizetésl ára  1 0  korona. A M athem atikai é s  P liysikai T ársu la t 
ta g ja i tagsági díjuk fejéb en  kapják.
Társulati m o n d an iva lók . A tizenkilenczedik társulati év 1910 január 
1-én kezdődött.
A tagsági díj (Budapesten 10 korona, vidéken 6 korona (az Alapszabá­
lyok VII. 12. §-a szerint az év első negyedében esedékes. Kérjük t. Tagtársain­
kat, szíveskedjenek a tagsági dijat a társulat pénztárnoka : Lévay Ede főgymna- 
siumi tanár (VI., Nagy János-utcza 37.) czímére beküldeni. A múlt évekről 
hátralékban levő t. Tagtársainkat sürgősen kérjük a tagsági díj beküldéséért'
A Math, és Phys. Lapok I. és III. évfolyama már csak nehány teljes 
példányban van meg és csak az egész sorozat megvételével szerezhető be. 
Az I. kötet ára 10 korona, a többieké 6—6 korona.
A z első és harm adik évfolyam  első füzetjét lcét-lcét koro­
nával váltjuk be.
R endes ü lé se k . A társulat ü léseit rendszerint minden hónap első és 
harmadik csütörtökén tartja a tud. egyetem physikai intézetében (Vili., Eszter- 
házy-u. 3), d. u. 6 órakor. Az előadások tárgyát — egy mathematikai és egy 
physikai tárgy — 2—3 nappal az ülés előtt a napi lapokban kihirdetjük.
A tagajánlások a társulati ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok 
Kövesligethy Radú ügyvivő titkár czímére VIII., S án d or-u tcza  8. intézendők.
A folyóirat szellemi részét illető küldemények (czikkek, feladatok, kérdé­
sek, stb.) a szerkesztőkhöz küldendők ; a mathematikai tárgyúnk Bados Gusztáv, 
IX., F eren cz-k örú t 38. sz., a physikai tárgyúak pedig Kövesligethy R. 
czime alatt. A reelamatiók, czímváltozások a pénztárnokhoz intézendők.
Igen tisztelt munkatársainkat értesítjük, hogy a választmány határozatá­
ból a szokott 25 különlenyomatot ezentúl üres borítékkal adjuk; nyomtatott 
borítékot csak külön kívánságra, a megfelelő nyomdai költségek felszámítá­
sával adhatunk.
n r  A. ree la m a tió k , cz ím v á lto zá so k  a p én zlárn ok h oz  iiilézen d ő k .
A NYOMÁSGÖRBE-BOLTOZATOK ELMÉLETE 
KÖRÉBŐL.
I.
Nyomásgörbe-boltozatoknak kivánjuk azon ívtartó alakokat 
nevezni, a hol a külső erők kötélpoligonja egybeesik a bol­
tozat szilárdsági tengelyével.
Ezen boltozati alakoknak kiváló fontosságuk van anyag­
takarítás szempontjából. Ismeretes ugyanis, ha a külső erők 
kötélpoligonjának megfelelőképen van alakítva a boltozat, haj- 
lítások csak másodrendű erőhatások következtében lépnek fel 
(összenyomódás, hőtágulás).
A boltozatokban fellépő igénybevétel, bármily keresztmet­
szetben, mint ismeretes
R  , Re 
a = T ± l T -
A hol R  az illető keresztmetszetre működő külső erők eredője, 
e a külső erők eredőjének merőleges távolsága a keresztmet­
szet súlypontjától, F  a keresztmetszet területe, k a kereszt­
metszeti modulus.
Az igénybevétel relativ minimum lesz, ha
K
Ez csak akkor lehel séges, ha
e =  0.
Ezekből következik, hogy relativ minimális igénybevétel csak 
akkor lehet a boltozatban, ha hajlítónyomaték nincsen, vagyis
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a külső erők kötélpoligonja egybeesik a boltozat szilárdsági 
tengelyével. Vagy viszont, a mondottakból következik, hogy a 
boltozat minimális méretekkel épülhet, ha a fenti feltételt be­
tartjuk.
A minimális igénybevételre, vagy a minimális anyagszükség­
letre mondottak érvényesek, a reakcziók statikailag határozott 
vagy határozatlansága szempontjából bárhogy alakított bol­
tozatra, azzal a megszorítással, hogy — a mint ismeretes —  
a háromcsuklós ívnél az összenyomódásból és hőváltozásból 
igénybevételek nem származnak.
Tárgyalásunk keretébe a terhelések szempontjából oly bol­
tozatokat óhajtunk felvenni, a melyeknél:
1 . a terhelés állandó, vagy a mozgó terhelés lényegtelenül 
változtatja meg feltételeinket;
2 . a terhelő anyag a földnyomas általánosan ismert tör­
vényei szerint működik, vagyis a terhelésnek van vertikális 
és vízszintes komponense. Úgy a vertikális, mint a vízszintes 
komponensek a nyomó magasság (y) lineáris függvényei.
A fenti feltételek algebrai alakban kifejezve lesznek :
a felületegységre eső vertikális nyomás:
v =  rtl ' ü )
a felületegységre eső vízszintes nyomás:
h =  ßyy. (2 )
A hol y a nyomó anyag fajsúlyát, y a magasságát, ß pedig 
egy az anyagtól függő állandót jelenti.
Korlátolt y magasságnál, különösen laza összeállású föld­
munkáknál (töltés) a gyakorlat szerint ezen feltevések elfogad­
hatók.
Ezek előrebocsájtásával állapítsuk meg a boltozat alakját, 
mely a mondottak szerint meghatározott a külső erők kötél- 
poligonjával. Az alábbiakban ezen szempontot figyelembe véve 
mindig a külső erők kötélpoligonjának meghatározását tár­
gyaljuk.
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A kötélpoligont vonatkoztassuk egy ocy rendszerre, hol az 
x  tengely képviseli a nyomó föld felső szintjét. Ennek követ­
keztében a nyomó magasságot y  ordináta képviseli. (1 . ábra.)
h =  ßyy.
Minthogy y csupán a rajz léptékét változtatja meg, a y-1 ki­
hagyjuk és mondjuk
v =  y, (3)
h =  ßy. (4)
Vegyük fel a priori a működő erők erőpoligonját (2. ábra). 
Mint tudjuk, ez általában egy folytonos görbe, melyen az ív­
elemek sorrendjében az ezekre ható 
erők egymás után vannak sorozva.
Az erőpoligont vonatkoztassuk egy 
7] rendszerre.
Az ív egyes ds elemeire ható 
elemi erők nagysága (3. ábra)
v =  yds cos a =  ydx, (5)
h — ßyds sin a =  ßydy. (6 )
8*
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Mint ismeretes az erőpoligon központi szöge (<p) (1. 2. ábra) 
adja a kötélpoligon megfelelő pontjához húzott érintő hajlás­
szögét. Vagy mondhatjuk ugyanezt ’olykép i s : Az erőpoligon- 
ban meghúzott radiusvector, — mely egyszersmind az illető 
keresztmetszetre ható külső erők eredője —, irányával meg­
adja a kötélpoligonon a neki megfelelő pont érintőjének hajlás­
szögét.
Ezek után felírhatjuk a kötélpoligon differentiálegyenletet 
(lásd 2 . ábra)
H  egy felvett segéderő, mely meghatározza az erőpoligon 
középpontját s a melynek értéke később meghatározandó. 








cix ßa* _  ßy^
11 ‘ 0) ű*
A





Ax ( _  ßy*
A nevezővel felszorozva lesz:
dy ßy dy
Az egyenletet egyszer differentiálva, lesz:
(9)
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Helyettesítsük be, hogy
minélfogva
É L - z
dx
d*y _  zdz
dx2 dy
Behelyettesítve a (9) egyenletbe le sz :
Az o.dy y 2  dy 
A  kiemeléseket elvégezve:
dz / a .» '
dy
( A - ^ f ) - y ( ß z * + i )  =  o.
Szétválasztva a változókat lesz:
• dz —
ß z*+ 1
vegyük fel, hogy :
i+ßz* =  u  (11)
és akkor




T dy =  0 ,
, ßy2 A — =  v
és akkor




- y d y  - dv
behelyettesítve ezeket a fönti egyenletbe lesz :
du _ dv
—  +  2 - W V =  0.
Ezen differentiálegyenlet megoldva lesz: 




vagy más alakba írva
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UV C ( 14 ).
u  és v értékeit (11) és (1 2 ) egyenletekből behelyettesítve lesz:
C




Behelyettesítve (10) egyenletből z értéke, lesz:
e l É L ) * -
p \ d x )  ~
-  1 (16)
16) alatti differentiálegyenlet, egy elliptikus integrál, melynek 
meghatározását, mint tudjuk véges algebrai vagy körfüggvény­
ben nem tudjuk megadni.
Ezen integrál közelítő meghatározását az alábbi grafikus 
eljárással sikerült végrehajtani.
Felírhatjuk 2. ábra szerint
y
r cos <p =  I I—ß J ydy. (17)
a
Az előzők szerint ebből felírható
r c o s^  =  A — • (18)
Ezen egyenlet jobb oldalának értéke behelyettesítve (16) egyen­
letbe lesz :
C
1+í9( í r )  ~  W t e V - T s COS*f (19}
Rendezve le sz :




.= / » • (20}ß sin2^ + cosV
A fenti (20) egyenlet adja az erőpoligon középpontra vonat
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koztatott egyenletét. Ezen egyenletről megjegyezhetjük, hogy — 
mint alább látni fogjuk — egy ellipsis egyenlete.
Ezek után áttérhetünk 'a kötélpoligon, illetőleg y =  f{x) 
egyenlet felrajzolására, azaz az x '  abscissák értékeinek ki­
számítására.
A 2. ábra szerint felírhatjuk
ÍC
7] — r sin tp = J ydx, (2 1 )
o
vagyis ezen egyenlet azt mondja, hogy az erőpoligon ordinátája 
adja a kötélpoligon \f(x)] görbe területének mérőszámát.
4. ábra.
A kötélpoligon területét 0-tól bármely yn ordinátáig ki­
számíthatjuk (16), (20) és (21) egyenletek alapján (lásd 4. ábra).
Ugyanis (16) egyenletbe y„ értéke behelyettesítve kiszámítható
dy
dx tg <p és ebből <p értéke. <p értéke tovább helyettesítve
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(2 0 ) egyenletbe megadja r értékét és régül (2 1 ) egyenletet 
megadja y a keresett területi mérőszám értékét. Ha már most 
ismerjük a terület mérőszámát (Fr) ismerjük az y0 kezdő (ac=0) 
értéket, ismeretes továbbá a területnek megfelelő yn érték és 
ha a területet trapéznak veszszük, meghatározható yn-nek meg­
felelő x r abscissa. Ugyanis
Xr = F r
2
(22)
Minthogy csak kis részeiben tekinthető a kötélpoligon területe 
trapéznak, tehát ezt kis részekre bontjuk és lépésről-lépésre 
haladunk x  értékek meghatározásában. Tételezzük fel, hogy 
az alább leirt módszer szerint már ismeretes y ,—i ordinátának 
megfelelő Fr- \  terület és x r- \  abscissa, akkor kiszámíthatjuk 
egy távolabbi yr ordinátának megfelelő Fr terület mérőszámát 
is. A 4. ábrán sraffolt területi rész nagysága, mely ha y r- i  
elég közel van yr-hez, tekinthető trapéznak, lesz :
A (r sin <p) =  Fr—Fr-\ 
és
j x — Fr~ F' - 1-
r É(2/r-l +Vr)
és így í/r-nek megfelelő abscissa




Az állandók (A, C, H) értékeinek kiszámítása.
A (16) egyenletet újból felírjuk
/ dy \ 2_  1
C ll\ dx 1 ß
. u - r r  ■
1 . ábra szerint mondhatjuk:
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Ezek alapján A  és C ismeretlenekre a következő két egyen-
letet nyerj ük :
c  =  ( a - ßa- \ 2 
2  / ’
(25)





2  ’ (27)
IIO ß a 'Y  
2  / (28)
A (20) egyenletből meghatározható H  kezdeti erő nagysága. 
Ugyanis tudjuk, ha tp—0, akkor r —H.
Tehát 9p= 0  értéknél (20) egyenlet lesz:
r2 = H i =  C, (29)
vagyis
H =  / C = | - ( b s- a 2). (30)
III.
Az erőpoligon és kötélpoligon [f(x)] görliék
fontosabb geometriai tulajdonságai.
a) f(<p) görbe vizsgálata.
Az erőpoligon egyenlete, mint tudjuk
i'2 =  a ■ a — —  (l. (2 0 ) egyenlet),p sin ©+ cos <p v ’
Ezen egyenletet alakítsuk át egy f, q rendszerbe (1. 5. ábra) 
olykép, hogy
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r cos <p =  í ,  
r sin <p =  íj.
Behelyettesítve ezen értékek (20) egyenletbe és rendezve le sz :
/V + 6  * =  C.
Az ismert alakra hozva
5. ábra. ö. ábra.
hol (lásd 5. ábra)




w = T ’
(32)
k* =  C, (33)
n — (b'—a*)- 2 
k = (ö'2- « 2) 4  •
(34)
(35)
Ezekből láthatjuk, hogy a nagy tengely és kis tengely viszonya
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csupán (5-tól függ
n 1
k V  ß
Az ellipsis körré fajul, a víznyomás esetén, vagyis, ha





Gyakorlati esetekben '  =  \7> mindig a nagytengely, mint­
hogy
és így
(C)i =  k.
b) f(x) görbe vizsgálata.
Tudjuk, hogy magának a görbének csupán a differentiál- 





C — i (16)
Ezen egyenletből a görbe (lásd 6 . ábra) következő tulajdon­
ságait olvashatjuk le.
a) Minden ± y -hoz a tangensnek két +  értéke tartozik.
Következésképen a görbe kétágú (hyperbolaszerű).
dyß) A görbe határértékei ott vannak, a hol =  0. Ezen 
feltétel pedig ki van egyenlítve (16) szerint, ha
C
í. (37)
A fenti egyenlet y -ra nézve negyedfokú, tehát négy gyöke van, 
vagyis négy szélső értéke van a görbének. Természetszerűen 
ebből kettő esik a görbe positiv, kettő a görbe negativ ágára.
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(37) egyenletet y szerint megoldva és behelyettesítve A  és C 
értékeit, nyerjük az x  tengelyre vonatkoztatott szélső értékek 
helyét
lh =  ±  a, (38)
yt =  ±  \  2ú*—as. (39)
A z x  tengelyre vonatkoztatott szélső értéke a görbének ott
dy
van, hol y ^ r = °°- Ezen eset, mint tudjuk az állandók meg­
határozásából ott van, hol
y =  ± b .
y) A görbe képzetessé válik, ha (lásd (16))
C
<  1. (40)
Ezen eset bekövetkezik, ha
y  <  +  a, (41)
vagy ha
y >  ±  V (42)
(A számítás azonos úton végezhető, mint ß) pont alatt.)
d) x  értékek viselkedésére statikai megfontolás után ki­
mondhatjuk, hogy
x  =  0 ,
csupán ott, a hol
y  =  ±  a,
vagyis a görbe nem zárt. Erre a conclusióra jutunk a követ­
kező okoskodással:
Ha valamely kötélgőrbe zárt, akkor a rája működő külső 
erők önmagukban egyensúlyban vannak, minden reactio hozzá­
adása nélkül. A mi esetünkben a görbére működő külső erők 
önmagukban, ha csak ez egy ponttá nem fajul, felvételünk 
szerint egyensúlyban nem lehetnek, tehát a görbe nem lehet 
zárt.
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IV.
Gyakorlati szempontok.
A tárgyalt görbe gyakorlati fontossága abban rejlik, hogy 
adott terhelő anyag esetén a legczélszerűbb boltozatalak már 
adottnak tekinthető. Szembe állítható ezen előny az eddig 
szokásos eljárással, mikor is a boltozatalak kísérlet útján álla- 
píttatik meg úgy, hogy egy kísérleti boltozatalak felvételével 
megállapítjuk a rája mÉíködő külső erők kötélpoligonját, s az 
így nyert görbét veszszük a boltozat szilárdsági tengelyének.
Ezen eljárást folytatjuk, míg addig a határig érünk, hol a 
boltozatra működő külső erők kötélpoligonja tényleg egybeesik 
a boltozat szilárdsági tengelyével.
Gyakorlati esetekben (töltésben épített aluljárók, átereszek) 
a lehozott eredmények már egyszersmind a méretezéshez szük­
séges adatokat is megadják. Ugyanis az erőpoligon (ellipsis) 
sugara adja az illető keresztmetszetre működő külső erők 
eredőjét. Ez az egy adat legtöbb esetben elégséges a mérete­
zéshez. A boltozat önsúlya ugyan zavarja némikép lehozott 
eredményeinket; de rendszerint a töltés magassága oly nagy, 
hogy a boltozat fajsúlya vagy egyneműnek vehető a földével,
7. ábra. 8. ábra.
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vagy a töltés csekély magasbításával a differentia kiküszö­
bölhető. Ugyancsak zavarja eredményeinket az összenyomódás 
és a hőváltozás okozta igénybevételek. Minthogy a gyakorlat­
ban előforduló ilynemű boltozatok ívmagassága a fesztávol­
ságúhoz képest jelentékeny az említett hatások okozta igény- 
bevételek figyelmen kívül hagyhatók, minthogy számbavehető 
értékeket úgy sem kapunk.
Ha a feltöltés magassága nem nagy, a viszonylagos ív- 
magasság is kicsiny, úgy nem marad más mód hátra, mint
kezdőalaknak meghatározzuk a 
most tárgyalt görbét és a rugal­
mas elhajlás elméletével halároz- 
zuk meg ezen alakhoz a külső 
erők kötélpoligonját. A szükség­
hez képest természetszerűen mó­
dosítjuk az eredeti alakot.
Az alábbiakban három esetre 
megszerkesztettük a görbét. Az 
egyes esetek közt a különbséget 
ß factor nagysága képezte. Ugyanis 
a szerkesztést elvégeztük ß =  0’25 
(lásd I. táblázat), /9=0‘50 (lásd
II. táblázat) és ß =  1- (lásd III. táblázat) esetekre. Mindegyik gör­
bénél ß=5'0  m, b — 1 0 ‘0  m.
A számítás menetét — úgy hiszszük — a táblázatok elég 
jól visszaadják.
A táblázatokra csupán azt kívánjuk még megjegyezni, hogy 
csak annyira pontosak, mennyire mérnöki munkáknál szükség 
van : t. i. számoló léczczel készültek.
Az ábrák közül a 7. ábra azon esetet tünteti fel, ha /9=0-25, 
a 8 . ábra, ha /9= 0 ‘50, a 9. ábra, ha ß = \.
Az erőpoligonokat nem rajzoltuk meg, minthogy közismert 
görbék, melyek minden adata rajz nélkül számítással meg­
nyerhető.
Azon esetnek, ha ß —\ egy érdekes sajátsága, hogy á bol-
9. ábra.
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tozat bármely keresztmetszetére működő külső erők eredője 
ugyanaz. Ezt rögtön átlátjuk, ha meggondoljuk, hogy a hozzá- 
tartozóerőpoligon egy kör.
Laza összeállású kőzetben épüli alagutak.
A nyomások oly alakulata, mikor úgy a felületegységre jutó 
vertikális nyomás, mint a felületegységre jutó vízszintes nyo­
más állandó, úgy véljük, előfordulnak a fenn írt alagutaknál. 
Erre való tekintettel kívánunk ezen esettel foglalkozni. Hogy 
ezen nyomások állandók, azért mondhatjuk, mert a nyomó 
magasság a műtárgy magasságához képest oly nagy, hogy a 
műtárgyon mérhető csekély magassági differentiák figyelembe 
nem jöhetnek.
Legyen a felületegységre működő vert. nyom ás_____ p,
Az I. alatt tárgyaltak szerint a kötélpoligon (lásd 10. ábra) 
differentiálegyenlete lesz:
V.
« hor. (( h.
dy o (43)dx
H  -  f  hdy
a
o
Az integrálást elvégezve lesz :
dy _  p x  
dx H — hy (44)
Szétválasztva a változókat:
Hdy—hydy — pxdx.
Az integrálás elvégezve lesz :
(4 5 )
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Az állandók értékeit meghatározhatjuk a következő módon :
H a  y = b, l ^ - o o ,
tehát (44) egyenlet szerint
vagyis
H — hb — 0 ,
H =  hb. ( 4 6 )
Ha íc= 0 , y —0 és így (45) szerint
C =  0. (47)
(45) alatti egyenletet alakítsuk át coordinátarendszer}[transfor- 
matióval. Toljuk el az x  tengelyt b-vel x '  helyzetbe (10. ábra). 
Akkor
V =  b—ij.
Ez, valamint (46) és (47) egyenletek behelyettesítve (45) egyen­
letbe és rendezve, lesz:
h b *  =  h i } * - \ - p x l .  (4 8 )
10. ábra.
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Ezen egyenlet egy ellipsis egyenlete, mely normális alakra 
hozva le sz :
lr +
X ‘ =  1 .
p
Az ellipsis nagy tengely b, kis tengelye pedig b 
téve, hogy h<p.




h =  p
az ellipsis egy körré fajul.
A most tárgyalt kötélpoligonnak rfieg- 
felelő erőpoligon (lásd 11 . ábra) szintén 
egyszerűen tárgyalható az I. alatt ismertet­
tek alapján. Ugyanis felírhatjuk :
N
r  sin <p =  p x  =  V», 
r cos <p = Ily — n .
(50
(51)
Megjegyezzük, hogy x , rj ordináták a kötélpoligon ordinátáit 
jelentik.





A két egyenlet összeadva, lesz:
2 2 
phb2 T  /z26 a (54 )
Mathematikai és Physikai Lapok. XIX. 9
Vä a;ä
pltb* ~ _h_bz' 
V
fl* r?
11. á b ra .
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De (49) egyenletből látjuk, hogy (54) egyenlet jobb oldala 
egyenlő az egységgel, tehát felírhatjuk, hogy
Jhbr  +  JF br = U  (o0)
Ebből láthatjuk, hogy az erőpoligon a jelen esetben is ellipsis.
Az ellipsis kis tengelye, mint láttuk s (55) egyenletből is 
látjuk, hogy
hb =  II.
A kötélpoligon bármely helyén a külső erők eredője az 




A tárgyalás körének lehetőleg teljes kimerítése kedvéért, 
foglalkozni kívánunk a közismert közönséges lánczgörbe eseté­
vel is. Mint tudjuk a külső erők kötélpoligonja a lánczgörbe 
alakját veszi fel, ha a vertikális terhelés arányos a görbe 
ordinátájával (y) és más irányú terhelés nincsen [7i=0].
Vagyis felírhatjuk
v =  ßy,
a mely kifejezést a rajzlépték megváltoztatásával írjuk a követ­
kező alakban:
v — y .
Az erőpoligon egyenes vonal lesz (lásd 12. ábra). Az egyes 
erőelemek nagysága az előbb mondottak szerint
ydx.
Az I. alatt mondottak szerint és 9. ábra szemlélete után fel­
írhatjuk a kötélpoligon differentiálegyenletét
dy 1
(5 6 )
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X  _  X




Minthogy a görbe symmetrikus, minden ±®-nek ugyanazon 
-\-y felel meg, ebből következik, hogy
c t =  c ,  =  c.
Tehát az egyenlet lesz :
X  _  X
y =  C(ev ” +  C v "). (59)
Az egyenletben szereplő állandókat kétféle — gyakorlatilag 
•egyaránt jelentőséggel biró — módon óhajtjuk meghatározni.
a)
Vegyük fel (lásd 18. ábra), hogy
•és vegyük fel, ha
\ f  I I  =  h
x  =  0 , y =  h.
(60)
9*
13. áb ra .12. ábra.
122 GUT ÁRPÁD.
Ha ezt behelyettesítjük (59) egyenletbe nyerjük, hogy
vagyis
h =  SC,
Tehát az egyenlet végleges alakba írva lesz :
h E- -2 -
y =  - j  (e h + e * )>
(6 1 )
(62>
vagy más jelzést használva:
y =  h<£ o j j -  (63>
A görbe számos érdekes tulajdonságát mellőzve, csupán a 
görbe bármely pontjára ható külső erők eredőjét kívánjuk meg­
határozni.
A 12. ábrán r-rel jelölt eredőjére felírhatjuk
H  h*r = ----------= ---------
cos <p cos (p (64>
A mint a lánczgörbéből ismeretes
hcos w =  .—
y
(65}
Ezt helyettesítve (64) egyenletbe felírhatjuk, hogy a külső erők 
eredője
r =  hy. (6 6 )
Tudjuk továbbá, hogy bármely pontra ható vertikális erők 
eredője
a?
V =  J ydx  =  F  (67)
o
JF-vel jelöljük a görbe területét. Az integrálást elvégezve kapjuk
x
F  =  sh*(eh — e *) =  h2 <S i n ^ - (68 )
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ß)
Abban az esetben (lásd 14. ábra), ha adva van a záradék 
feletti magasság (h), továbbá egy (l) abscissának megfelelő (b) 
ordináta, az állandók meghatározása következőkép alakul.
14. ábra.
Az egyenlet általános alakja, mint tudjuk
X  X
Ha
y =  C(ev * + e  ^ )  =  2 C 6 o f ^ _ - (69)
x  =  l, y =  b
és így
6  =  s c e ° V !h
és ebből
(70)
c -  b l ■ 




ha x  — 0 , y =  h.
Ezen értékeket (69) egyenletbe helyettesítve lesz:
h =  SC. (72)
124 GOT ÁRPÁD.




(71) és (74) gyenletek helyettesítve (69) egyenletbe a görbe­
végleges egyenlete lesz :
y = h &  o í ~ L -  (75>
A görbe bármely pontjára ható függőleges külső erők eredője,, 
mint ismert, a görbe területe az illető (x, y) pontig. így fel­
írható, hogy a terület, vagyis a külső erők eredője
Vx =  Fx =  j y d x .  (76)
o
Az integrálást elvégezve és C és H  értékeit behelyettesítve 
nyerjük:
VX= F X =  A a r .e o f - ^ S in - i L -  (77)
l h ]/ H
Ezek után felírható a kötélpoligon bármely pontjára ható 
külső erők eredőjének egyenlete a 1 2 . ábra szemlélete után
(78)
Gut Árpád.
r%= V % + H \
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I. T á b lá z a t .
a =  5-00 mtr 6 =  10 mtr ß  — 0 25 
/  0-25 X 100 0-25 X 25 \ 3
A =  12-5.
dy _  1 /  88





r. r.sin.tp. A(r.sin.y/ A x . =  X .
5-00 o-oo 0°0' o-oo 1-00 0-00 9-40 o-oo 0-00 0-00 0-00
5-20 0-49 26°10' 0-44 0-898 0-859 10-15 4-48 +  4 ‘48 0-88 0-88
5'50 0-80 o0-4
O00co 0-62 0-784 0-711 11-10 6-88 +  2-40 0-45 1-33
6-00 1-22 O» © o o 0-773 0-634 0-555 12-60 9-74 +  2-86 0-50 1 -83
6-50 1-66 58°40' 0-854 0-520 0-451 13-90 11-90 +  2-16 0-345 2-175
7-00 2-16 65°10' 0-907 0-420 0-381 15-20 13-8 +  1-9 0-28 2-455
8-00 4-18 76°30' 0-972 0-233 0-290 17-40 16-90 +  3-1 0-414 2-870
9-00 7-85 82°40'0-992 0-128 0-261 18-30 18-15 +  1-25 0-147 3-020
10-00 oo 90°0' 1-00 o-oo 0-25 18 75 18-75 +  0-60 0065 3-10
11-00 6-93 82°50' 0-992 0-125 0-262 18-35 18-20 — 0-55 -0-052 3 "05
12-00 2-75 70°0' 0-94 0-342 0-337 16" 15 15-20 — 3-00 -0-26 2-79
13-00 0-87
oo
0-656 0-755 0-678 11-40 7-50 — 7-70 -0-62 2-17
13-23 o-oo 0°0' 0-00 1-00 1-00 9-40 0-00 — 7-50 -0-57 1-60
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II. T á b lá z a t .
a =  5-0 mtr b =  10 mtr ß =  0-50 
/0 5X100 0-5 X  25\2
2 2 
A -  24-96
- J  =  350
d y  _  1 / ______350________ \ 1/*
dx  ~  0-708 \ (24-95 — 0-25y Y  '
y- tg. <p. <p. sin .(f. COS (f.
«sin2 <p. 
+  COS 2 (p r .  L.sin. i^. A(r.sin.(p.) A  x . =  X.
5-00 0-00 0°00' o-ooo-oo o-oo 18-70 0-00 0-00 o-oo o-oo
5-20 0-346 19°10' 0-328 0-945 0-944 19-3 6-34 +  6-34 1-24 1-24
5-50 0-575 29°50' 0-497 0-867 0-873 20-00 10-00 -f- 3*66 0-685 1 -925
6-00 0-86 40°40' 0-652 0-759 0-794 21-00 13-70 +  3-70 0-645 2-570
6*50 1-18 49°40' 0-762 0-647 0-71 22-20 16-90 +  3-20 0-51 3-080
7-00 1-52 56°40' 0-835 0"550 0-655 23-20 19-30 +- 2-40 0355 3-435
8-00 2-58 68°50' 0-361 0-932 0-565 24-90 23-30 +  4-00 0-535 3-970
9-00 6-05 80°20' 0-162 0-986 0-512 26-20 25-80 4- 2-50 0-294 4-264
10-00 oo 90°O' 1-00 o-oo 0-50 26-50 26-50 +  1-70 0-18 4-442
11-00 3-40 73°40' 0-96 0-28 0-54 25-50 24-5 — 2-0 - 0 1 9 4-25
12-00 1-93 62°40' 0-89 0-46 0-61 24-00 21-4 — 3-1 -0-27 3-98
13-00 0-60 31°0' 0-52 0-86 0"875 20-00 10-4 — 11-0 -0-88 3-10
13-23 0-00 o o © 0-00 1-00 1-00 18-70 0-00 — 10-4 -0-79 2-31
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III . T á b lá z a t .
a =  5'00 mtr b =  10*0 mtr ß =  1*0 
A =  50
7 r 1 4 1 0  1 i> i
7— ^r* - 1dx ( 5 0 -
r  - 37-5
y- tg. cp. tp. sin. cp. r. sin.tp. A (r . sirup.) A  x. 2  A # .—X.
5-00 0-00
OOo
o-oo o-oo +  o-oo 0-00 o-oo
5-20 0-246 13°50' 0-239 8-95 +  8-95 +  1-76 1-76
5-50 0-40 22° 0-375 14-05 +  5-10 + 0-95 2-71
6-00 0-615 31°40' 0-525 19-65 4- 5-60 +  0-97 3-68
6-50 0-836 39°50' 0-640 24-00 +  4-35 + 0-70 4-38
7-00 1-08 47°10' 0-733 27-50 +  3*50 + 0-52 4-90
8-00 1-83 61c'20' 0-877 32-90 +  5 "40 + 0-72 5-62
9-00 3-80 75°20' 0-97 36-30 +  3-40 + 0-40 6-02
10-00 oo 90° 1 -oo 37-50 +  1-20 +0-13 6-15
11-00 3-44 73°50' 0-960 35-90 — 1-60 —0-152 5-998
12-00 1-38 54°10' 0-811 30-40 — 5-50 —0-478 5-520
13-00 0-424 22° 0-375 14-00 — 16-40 —1-31 4-21
13-23 0-00 O O O 0-00 o-oo
. '
— 14-00 —1-075 3-135
A FÖLDBE MÉLYÍTETT NYÍLT GSATORNASZELVÉNY
MÉRETEZÉSE.
I.
A szerkezet, melynek méretezését tárgyalni kívánjuk (lásd 
I. ábra) a földbe mélyített U alakú tartó. A tartó hosszirány­
ban rendeltetésének megfelelően kiterjedt. A gyakorlatban rend­
szerint hajózó csatornák fontosabb pontjain talál alkalmazást 
mint vízelzáró kapuk szilárd kerete, ú. n. kamarazsilip.
Tárgyalni azonban azon részeket kívánjuk csupán, a me­
lyekre kapuknak vagy más szerkezeteknek hatásuk nincsen.
Tartószerkezetünk ezek szerint a talajon végig fektetett 
gerenda (A) és a gerenda két végén egy-egy támfal (B).
A támfal méretezése ismert elvek szerint történik. A rája 
működő külső erők az önsúlytól eltekintve a földnyomás, vagy 
a csatornában levő víznyomás vagy e két erőnek kombinácziója. 
Ezen erők hely, irány és nagyság tekintetében a gyakorlat 
számára eléggé ismerteknek mondhatók.
Azon esetben, ha az oldalfalak a fenékkel mereven össze 
vannak építve, ezek mint egyik végükön befogott tartók mű­
ködnek. A külső erők ismertek, méretezésük semmi nehézségbe 
sem ütközik.
1. ábra.
A FÖLDBE MÉLYÍTETT NYÍLT CSATORNASZELVÉNY MÉRETEZÉSE. 129
A fenékgerendára működő külső erők: a támfalak súlya, 
a támfalak közvetítésével áthárított hajlítónyomaték, mely a 
föld- vagy víznyomásból ered, a gerenda önsúlya, a kamarában 
levő víz vertikális nyomása és végül a talajreactio.
Az összes külső erők ismertek csupán a talajreactiók el­
oszlásának törvénye ismeretlen.
Vizsgálatunk feladata nem lehet tehát más, minthogy meg­
keressük a talajreactiók eloszlásának törvényét.
Feltételezhető, hogy a talaj mint rugalmas alátámasztás 
működik, vagyis összenyomódásával arányos ellentállást fejt ki.
Ha tehát a tartó egy helyen y mértékkel nyomódik a talajba 
az ezáltal kifejtett reactió — lineáris összefüggést feltételezve — 
lesz:
'/ =  «?/• (1)
Ezen egyenlet azt jelenti, hogy a talajreactiók eloszlásának 
ábrája hasonló a gerenda elhajlási vonalához.
Ezek után felírható a tartó elhajlási vonalának differentiál- 
egyenlete.
Mint ismeretes, a nyomatéki ábra differentiálegyenlete 
d-M
= q  (2)
Ismeretes továbbá, hogy az elhajlós vonal differentiálegyenlete
dh) _  M 
~ daF ~"7T ' (3)
Ezen egyenletek szerint f(2), (3)] felírható, hogy
Jelöltessék 1
i  -  * /?•* (4)
(5)
1 £ a tartó rugalmassági modulusa, I  az inertia nyomatéka.
130 GUT ÁRPÁD.




■ f i - (7)
akkor a differentiálegyenlet megoldott alakja le sz : 
y — Aepx cos px-\-Bevx sin px+ C e~px cos px-\-De~px sin px. (8 )
A nyert egyenlet helyességét igazoljuk, ha a negyedik differen- 
tiálhányadost képezve a (6 ) egyenletre jutunk.
=  p  (Aepx cos p x —Aepx sin px-\-Bepx sinpx-\-B epx cos pír —
d*y
dx*
Ce~px cos p x —Ce~px s'm px—De~px sin px-\-De~px cos px), (9)
2pa[—Aepx sin p íc+ BepX cos px-\- Cg-P^sin p x —De~px cospícj, (9«)
d3y
d x 3 2p 3 [—Aepx sin p x —Aepx cos px-\-Bepx cos p x —Bepx sin p x  —
dly
d x i
— Ce~px s\npx-{-Ce~px cosj)x-\-De~px cospx-\-De~px sinpx], (10) 
=  — 4p* [Aepx cos px-\-Bepx sin px-\-Ce~px cos px-\-De~px sin px] =
-- — ky. ( 11)




Az I. alatt lehozott egyenlet altalános, a mennyiben csak 
az volt a feltétel, hogy a gerenda, melynek elhajlási vonalát 
kerestük, végig rugalmasan legyen alátámasztva.
A problémát tovább vizsgálva a következő megszorításokat 
kívánjuk ten n i:
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A kamarazsilip (lásd 2. ábra) az y tengelyre symmetrikus 
legyen.
A tartórendszerre x  — ±  — helyen P  külső erők és ±  m  
nyomatékük működjenek.
Ezek alapján (8 ) egyenlet állandói meghatározhatók.
a)
Minthogy symmetrikus terheléseket veszünk fel, szükség­
képen kell, hogy a tartó elhajlási vonala y tengelyre szintén 
symmetrikus legyen. Ezt olykép fejezhetjük ki, hogy y értéke 
ugyanaz lesz, ha +sc-t és — x-i helyettesítünk (8 ) egyenletbe. 
,  Vagyis
f {+x)  =
Ha (8 ) egyenlettel a mondottakat kifejezzük, lesz:
Aepx cospx+BePx sinpx-\-Ce~Px cos px-\-De~Px sinpíc ==
— Ae~Px cospx—Be-P00 s'mpx-\-CePx cospx—DePx s'mpx. (12)
Ebből:
(A— Q  cospx(ePx—e~Px) + { B + D )  s in px[ePx+ e ~ px) =  0. (13)
2. ábra.
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(13) egyenlet csak oly módon állhat fenn x  minden érté­
keire, ha
A - C = 0  (14)
és
B + D  =  0 , (15)
vagyis
A =  C (16)
és
B  =  — D. (17)
Ezt figyelembe véve (8 ) egyenlet alakja lesz:
y — Acospx(ePx -{-c~px)-\-B sm p x(epx—e~px). (18)
vagy kényelmesebb alakba írva:
y =  2Acospx(Sofpa:+2JBsinpíc@mp;r. (19)
Tudjuk, hogy a hajlított tartókra működő nyomaték és az 
elhajlási vonal közt fennálló viszony:
cBu
<*»
Felvételünk szerint, ha x  =  ±  ~  ,
M = m.
Felírhatjuk tehát (lásd (9a)):
-355- , = V  -Asin^-®ttt^- +
, r, pl ~ - pl 1 m . . . .
+  -B cos 6 of -^-J =  —jf- • (2 1 )
Ezen egyenletből
m
B - A i ,  • <M)
c o s ^ - e o í ^ -
Ismeretes, hogy:
dM =  Qdx, (23)
hol 0  jelenti a vertikális nyíró erőt.
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(23)-ból felírható
(1M
dx =  Q- (24)
A (21) alatt már láttuk, hogy
M =  4sI[—A  sin px<S>inpx+B cosp x  ©ofpa:]. (25)
Ezen egyenlet x  szerint differentiálva adja a vertikális nyíró 
erőt s ez lesz:
Q = — ~  [A (sin px  ©of px-\- cos px  ©in px)  +
+  B  (sin px jxx—cos jjx <Sin px)]. (26)
Tudjuk, ha
x  = l akkor Q =  P.
így felírható, hogy 
-  P a
V
A(sin£U„fEL Pl plcos 2  - e>tn ~ +
+ B  [sin  ©of ^  — cos -y -  ©in PL2 (27)
Ezen egyenletbe (22) egyenlet szerint B  értéke helyettesítve 
le sz :














2+  A sin  ^ ’ - ©of ~ ~  +  cos H  ©in (28)
Összevonva le sz :





1 p l . pl 






e i n ' f
2 ' » í f
+





4eí/f (2 9 )
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Tovább rendezve le sz :




sin +  ®in f r
2  cos ©oj Jy
m I pl 





m /  1 1 1 \  Pp 1
D = 4eip* ( t e  y 2 9  f )
2  cos -^ -© o f^ -  
sinpi+© in  pl
a . pl _ . pl 
2 s m ^ © m ^ -
s in p i+ S in p í
(31)
(32)
Az állandók meghatározása után csupán arra óhajtunk utalni, 
hogy a (25) egyenlet alapján számítható bármely keresztmet­
szetre működő külső erők nyomatéka és (26) alapján bármely 
keresztmetszetre ható nyiró erő nagysága.
Gut Árpád.
BOLYAI JÁNOS IFJÚSÁGA.1
( 1802— 1822. )
Eddig ismert forrásaink ugyan számos adatot tartalmaznak Bolyai 
János ifjúkoráról,2 de tanulmányairól csak töredékes képet adnak, a 
katonai mérnök-akadémián töltött évekről pedig alig szóknak. Nehány 
újabban napvilágra került kézirat szerencsésen egészíti ki eddigi ada­
taink hézagait. Ezeknek nagy részét, mint már másutt említettem,3 
néhai Szabó Sámuel hagyatékában találtam. Innen valók: Bolyai F arkas 
két feljegyzése fiáról (1812. és 1817-ből), János rigorosumi latin dolgo­
zata, édes anyjának két levele, s nehány, apjától való levél (1818— 1823 
között), terjedelmes levelezésüknek csekély maradványa. A Magyar Tud. 
Akadémia bocsátotta rendelkezésemre Bolyai Gáspár F arkas hoz inté­
zett levelét, a melyet János születésének hírére írt. A mödlingi cs. és 
kir. katonai műszaki Akadémia pedig János utolsó bizonyítványáról kül­
dött másolatot. Ezenkívül még ez utóbbi intézetnek nem rég kiadott 
történetét4 is felhasználhattam. Végül, legutóbb a cs. és kir. közös 
Hadügyministerium levéltárából is került elő pár ide tartozó okirat.
Az eddig megjelent életrajzokat — talán említeni is felesleges -— 
szintén értékesítettem; az anyag feldolgozásának módjára nézve Schle­
singer Lajos emlékbeszéde5 szolgált útmutatással.
1 Bemutatták a Magyar Tud. Akadémia III. osztályának l!i09. decz. 13-án.
2 Ilyenek: Szily K. : Adatok Bolyai F. életrajzához. Budapest, 1884. 
A végén Bolyai J. életrajza B. Gergely jegyzeteiből (32—34. 1.). (Értekezé­
sek a math. tud. köréből X. köt. IX. sz.) Schmidt F.—Stäckel P. Gauss F. 
K. és Bolyai F. levelezése. Budapest, 1899. Schlesinger L. Bolyai-Bodor 
levelek. Math, és Phys. Lapok. 1902. XI. köt. 197—230.
3 Adalékok Gauss és Bolyai levelezéséhez. Math, és Term. tud. Értesítő 
1907. XXV. köt. 328. 1.
4 Gatti (Fr .) : Geschichte der k. u. k. Technischen Militär-Akademie. 
Wien, 1901—1905. L, II. Bd. Az ide tartozó adatok legnagyobb része az 
I. kötetben' van.
5 Schlesinger L .: Bolyai János. Math, és Phys. Lapok. 1903. XII. köt. 
57-8 8 . 1.
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Dolgozatom a gyermekkorról aránylag kevés újat mond, mert erről 
új adat is kevés volt, de ezt már az összefüggés kedvéért sem hagy­
hattam el. A kézirati anyagnak egy részét mellékletül közlöm.
Megjegyzem még, hogy Bolyai János mathematikai tanulmányairól 
részletesebben külön közleményben lesz szó.
Mindazoknak, a kik adataim gyűjtésében és kiegészítésében támo­
gattak, különösen dr. Ferenczi Z oltán úrnak, a budapesti egyetemi 
könyvtár igazgatójának és a mödlingi cs. és kir. katonai műszaki Aka­
démia igazgatóságának, e helyen is köszönetét mondok.
1.
Bolyai János Kolozsvárt, anyja szülőinek házában, 1802 deczember 
15-én, este 9 órakor született.1 Mint atyja, kevéssel utóbb, írja:2 «egész­
séges szép gyermek, finom vonásokkal, fekete hajjal és szemöldökkel s 
tüzes sötétkék szemekkel, a melyek néha úgy ragyognak, mint két 
drágakő».
A nagyapa, a kinek sok gondja között utolsó örömei közé tartozott 
unokájának születése, öröme mellett családi büszkeséggel így ír :3 «a J ános 
nevet annyival is inkább approbálom, hogy a famíliánkban sok János volt».
Gyermekkorának első éveit a család Domáldon töltötte, a hol az 
atya, Bolyai F arkas kedvvel gazdálkodott s művészi hajlamait követve 
rendezgette kertjét. 1804-ben, az év elején B. Farkast a marosvásárhelyi 
ref. collegium tanári székébe ülteti a főconsistorium. Ennek az állásnak 
elfoglalásával Maros-Vásárhelyre beköltöztek ugyan, de ezután is sok­
szor időztek a’ gyarapodó és szépüli domáldi birtokon, kivált nyáron és 
szüretkor.
Nagy gonddal ügyel az apa János testi nevelésére. Nemcsak elég 
jelentékeny orvosi ismeretei vezették ebben, de valószínűleg irányította 
a R ousseau ÉMiLE-je is,4 a mit olvasott és jól ismert. Nem is volt bete­
ges János gyermekkorában, sőt testét állandóan gyakorolja, ügyesíti. Öt 
éves korában a kertben már «jól megtudja a földet munkálni kis kapá­
jával». Még később, 10—12 éves korában is, szereti a kerti munkát; s
1 L. alább a Bolyai Farkas 1812-ből származó feljegyzését. (11. Melléklet.)
-  Gauss és Bolyai levelezése. 49. 1.
Bolyai Gáspár levele B. Farkashoz. (Bolya, 1803 jan. 9-ről.) A M. T. 
Akadémia kézirattárában. (1. Melléklet.)
4 Orvosi tudása  ism eretes, (v. ö. pl. Bedőházi : A két Bolyai. M.-Vásár- 
hely 1897. 318. 1.); a fiához in téze tt (1818—23 közötti) levelekből is lá tható . 
Az 1820 okt. 17-iki levelében idézi több helyen RoussEAU-t.
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korát túlhaladó komoly tanulmányokkal töltött órák után igaz gyermek 
módjára mászkál a fákon és gyönyörködik 1 a madártojásokban.
Azonban már az első gyermekjátékoknál rendkívüli mathematikai 
tehetségnek csírái mutatkoznak. Mint négy éves gyermek, ismeri a 
geometriai alakokat, a kört, ellipszist, még a simts-ról is van tudomása. 
Papirból ollóval geometriai alakokat szeret kivágni. Játszva megtanulja 
már öt éves korára a csillagképeket is, melyeknek alakját utánrajzolni 
próbálgatja.2
Bizonyos, hogy a fiú tehetségén kívül, az apa mathematikus hajlan­
dósága is irányította ezt a fejlődést, a ki gyönyörűséggel elégítette ki a 
korán fejlődő gyermek tudásvágyát. Másrészt azonban, mint gondos ne­
velő, a rendszeres tanulmányok megkezdésében nagy tapintattal és óva­
tossággal járt el.
Az olvasást, 6 éves kora táján, kevés mutogatásra szinte észrevétle­
nül sajátította el János, egy évvel később már németül kezdett tanulni.3
Midőn elérte a 9-ik esztendejét, a gimnáziumi tanulmányokat 
kezdette meg otthon. Atyja nem akarta a gyakran váltakozó classis 
praeceptorok4 kezére bízni a nagy jövőt Ígérő növendéket. Maga vá­
lasztó ki, legjelesebb tanítványai közül JÁNos-nak házi tanítóit. Ezek közül 
első volt Vajda Dániel, azután következett Csapói Szilágyi J ózsef.5 
A mathematikai tanulmányok vezetését B. F arkas magának tartotta fenn.
Ebben az időben János, a magyar és német írás és olvasáson kívül, 
alig tudott valamit rendszeresen ; számtanból és geometriából csak annyit, 
a mennyire maga reá jött.
Most egyszerre kezd a latin nyelvhez és a mathematikához. Mind a 
kettőben, de kivált a mathematikában, rövid időre bámulatos haladást 
tett. Mindjárt Euklides Elemeivel, Euler algebrájával és Vega kéziköny­
vével 6 kezdette az apa a rendkívüli tehetséghez illő módon.7 A fiú, a 
lángész felvillanásával, sokszor egyszerre átpillantotta a tételek bizonyítá­
1 L. a II. Melléklet-et.
2 Gauss és Bolyai levelezése, 86. 1., (1807. XII. 18-ról) és a II. Melléklet.
3 L. II. Melléklet.
4 Az I—VI. osztályokban csak ideiglenes osztálytanítók oktattak. A pro- 
fessorok a philosophusoknak, jogászoknak (vagy theologusoknak) tanítottak.
5 Vajda Dániel, a családnak később bizalmas jó barátja, nem sokkal 
azután br. Kemény SiMON-nál nevelő; Csapói Szilágyi J ózsef, fia az 1867 
körül Kis-Küküllő megye alispánja volt. (Szily K.: Adatok Bolyai Farkas 
életrajzához. 1884. 33. 1.)
6 Vega (Georg F .): Vorlesungen über die Mathematik. Wien. 4. köt. 
Az I. kötet a számvetést (Rechenkunst) és algebrát tartalmazza.
7 Az adatokra nézve : Gauss-Bolyai levelezés 99. 1. (1816 IV. 10-ről).
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sát, vagy a probléma megoldását, s előre elmondva azt, «mint az 
ördög» — beszélő az apa — «elömbe ugrott és sürgette, hogy men­
jek tovább.1 Tizenharmadfél éves korára már a geometriában átment a 
planimetrián és stereometrián, a trigonometriát is beleértve és az ana­
litikus geometriából már a kúpszeleteket elvégezte.2
Kétségtelen, hogy a parallelák elméletében levő hiányról az első fel­
világosítást ekkor kapta. Nemcsak J ános későbbi feljegyzéseiből3 tud­
juk ezt, hanem látjuk abból az alakból is, melyben atyja a párhuza­
mosak tanát ekkor neki tanította.4 5*
Hogy mikor került a kollégiumba, mint rendes tanuló, nem állapít­
ható meg teljes bizonyossággal. A Bolyai Gergely feljegyzései szerinta 
12 éves korában, a mostani IV-ik osztálynak megfelelő poétika classisba 
adta volna be az apja. De ha el is fogadjuk ezt az állítást, úgy látszik, 
hogy némely tárgyat külön, a diákokkal (VII., Vili. osztály) együtt hall­
gatott, mert csak így egyeztethető össze B. Farkasnak a következő tudó­
sításával ü 1816 febr. 23-ról:
«Tegnap János a Fö-Guratorok engedelméből a’ deákokkal a’ Physicá- 
bol eminenter censurázott, azon kívül, hogy az Auctorból ad apertu- 
ram másoktól kérdeztetett, felelt a’ Sublimior Physicából mindenütt 
nagy készséggel, tisztasággal és modestiával — felelt pedig deákul.»
Ekkor már — atyja szerint — nemcsak a differencziál és integrál 
számításban szerzett nagy készséget és könnyűséget, hanem ezeknek 
mechanikai alkalmazásaival is sikerrel foglalkozott. Jól tudta a Vega 
kézikönyvének első két kötetét de járatos volt a 3. és 4-ikben is. Sze­
rette az astronoiniát és a tiszta, mély elméleteket.
Az 1815 6 iskolai esztendő második felében atyjának physikai és 
chemiai előadásait hallgatta, a midőn még csak a rhetorika classist 
(V. osztály) végezte.7
Az 1817. évben, a logika (VI.) classist is elvégezvén, leteszi június
1 Bolyai Gergely után Szily K .: Adatok stb. 33. 1.
2 A Vega előbb em líte tt könyvének II. kötetéből. L. II. Melléklet.
3 Stäckel P .: A nem euklidikus geometria története. Math, és Termt. 
Értesítő. 1900. XVIII. köt. 242. I.
4 L. B. Farkas levelét, fiához 1820 ápr. 4-ről. Ezt a nevezetes levelet 
eddig csak B. János hiányos német fordításából ismerjük. (Közölte Stäckel 
P. i. h. 243—245. 1.) Hiteles és teljes szövegét más alkalommal fogom 
közölni.
5 Szily K.: Adatok stb. 33. 1.
0 Bolyai-Bodor levelek. Math, és Phys. Lapok. 1902. XI. köt. 202. 1.
7 Gauss-Bolyai levelezése. 99—100. 1.
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utolsó napján, az akkori szokás szerint a deáki rigorosumot; —  termé­
szetesen, mint első.1
A mathematikai és physikai tanulmányokban, a mint az előbb em­
lítettük, már a diákokon is túljárt. Az iskolának akkor legfontosabb 
tanulmányában, a latin nyelvben is messze előrehaladt. Rigorosumi 
írásbeli dolgozatát a tanárai nagy dicséretekben részesítették.2 Szeren­
csés véletlen folytán napvilágot láthat most3 ez a bizonyítéka az ő latin 
nyelvbeli készségének. A dolgozat Corn. NEPOS-nak mutatja erős hatá­
sát, de úgy látszik Suetonius t is forgatta (a scopus szó vall erre). 
A stilizálásban már az elegáns Cicero befolyását ismerhetjük fel, főleg 
a szórend sajátosságát tekintve.4 Hogy nem feledte el később se a latin 
nyelvet, arról az örök becsű emléket állított az Appendix tiszta, tömör 
stílusában.
Az apa gondossága azonban a tanulmányokon és a test nevelésén 
kívül a művészetekre is kiterjedt.
Hegedülni János 7 éves korában kezdett; kilencz éves korában a 
hangjegyeket elég jól olvassa; tíz éves korában már klasszikus vonós 
négyesekben első hegedűt játszik. Ugyanekkor zeneszerzéssel is meg­
próbálkozott, s a mint atyja írja, darabjaiban «mind volt valami, nem tsak 
gondolat, méllyetske érzés is».5 *Diák korában művészi ügyességgel kezeli 
a vonót, a legnehezebb versenyműveket is eljátsza.®
Tizedfél éves korában rajzolni is kezdett, de félbenhagyta nem sok 
idő múlva.7 A poézishez nem volt hajlandósága8 s úgy látszik, a köl­
tők olvasásában sem talált nagy gyönyörűséget.
A «nem mindennapi» gyermeknek jellemét nehéz lett volna akkor 
is harmonikusan fejleszteni, ha az apa és az anya egységesen jártak 
volna el vele szemben. De nem így történt. Egy kis leány testvére még
BOLYAI JÁNOS IFJÚSÁGA.
1 A m.-vásárhelyi collegium levéltárában levő Subscriptionale Proto- 
collum (II. sz.) 33. lapján ez a bejegyzés található : «Anno 1817 die 30-a 
Junii subscripsere legibus . . . sequentes: [elsőnek]. Johannes Bolyai m. p. 
Status: Politicae. Bflor 6. (Dr. Dékáni Kálmán m.-vásárhelyi tanár szíves 
közlése.)
2 Szily K. : Adatok. 33. 1.
3 L. alább a IV. Melléklet. Úgy látszik, hogy ez adott magyar szöveg 
fordítása latinra. (Szily K .: Adalékok. 33. 1.)
4 Ezeket a megjegyzéseket dr. Geréb J ózsef, gyakorló főgymn. tanár 
szívességéből közölhetem.
5 L. alább a II. Mellékleten.
Gauss-Bolyai levelezése 99. lap.
7 L. II. Melléklet.
8 L. III. Melléklet. (Bolyai Farkas feljegyzése 1817-ből.)
140 SZABÓ PÉTER.
1807 előtt meghalván, egyetlen gyermekül maradt szülői mellett. Anyja, 
mint egyetlen gyermekkel sokszor teszik, túlságosan kényeztette ő t1 
s a fiú szeszélyes kedvével az apa sem bírt mindig.
Tíz éves korában — írja B. F arkas — mindenféle gyakorlati élet­
beli dologra ügyetlen; szeret egyedül, elmélyedve bolyongani. Sokszor 
dolgozik a kertben a tanulásra kiszabott idő alatt, máskor reggeltől- 
napestig könyveibe merül, egészsége veszedelmére is.2
Lobbanékony természete is korán mutatkozik,3 szinte félelmes mó­
don. Tizenöt éves korában csendes természetű gyermek, de e mellett 
szívesen és tűzzel játszik társaival.4 Nem sokkal fegyelmezettebb, mint 
volt, sokszor elmarad a tanításról, máskor túlságosan tanul. Szeret máso­
kat ingerelni, a miért sok emberrel könnyen összeütközésbe kerül. 
Néha engedetlen szülőinek, de kivált az anyjának. Jellemének azonban 
nemes, szép vonásai is fejlődnek : őszinte, az igazsághoz szilárdan ra­
gaszkodik'. Jó lelkű, szánakozó, háládatos. Másokról nem mond rosszat, 
haragot csak addig tart, a míg a megbántást elfeledi.5
Bizonyos, hogy János nevelésében is voltak hibák, de lehetetlen fel 
nem ismerni lelki tulajdonságainak képén, az anyai szerencsétlen örök­
ség vonásait.
2 .
Alig haladta meg János ötödik életévét, már foglalkozik atyja avval 
a gondolattal, hogy annak idején Gaüss-Iioz küldi ki 6 tanulmányai be­
tetőzésére. A fiú mathematikai hajlamai és rohamos előmenetele tanul­
mányaiban ezt a gondolatot kedvencz tervvé érlelték. Maga is kívánko­
zik Gauss-Iioz,7 bár az ő mathematikai nagyságát nem annyira dolgo­
zataiból,8 mint édes atyjának elbeszéléseiből ismerhette. Valószínű, hogy 
már ekkor olvasta GAuss-nak B. F arkas-Iioz intézett leveleit is. Mély 
hatással volt lelkére ezenfelül édes atyjának az a nagy tisztelete, a mely- 
lyel ifjúkori barátjáról nyilatkozott.
1 Gauss-Bolyai levelezés, 97. lap  : «nur ist m eine Xantippe sch lech te  
M utter». (1807-ből).
2 L. II. Melléklet.
3 L. a 11 éves korából elbeszélt ese te t az édes anyjával (II. Melléklet.)
4 Gauss-Bolyai levelezés 99. 1.
5 L. III. Melléklet.
6 Gauss-Bolyai levelezés 87. 1.
7 U. ott. 96. 1.
8 V. ö. Schlesinger L .: Bolyai János: Math, és Phys. Lapok. XII. köt. 
60. 1. Megjegyezzük, hogy B. FARKAS-nak ekkor Gauss m űvei közül csupán 
a Theoria motus vo lt meg.
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A terv megvalósítása elé azonban anyagi bajok gördítettek akadályt. 
Ezeknek leküzdésére segítségül jött gr. Kendeffi Ádám 1 avval a nagy­
lelkű ajánlattal, hogy János-í Göttingába menetelekor támogatni fogja.1 2 
Azonkívül, hogy az egyházi főconsistorium támogatását megnyerhesse, 
elhatározta B. F arkas, hogy fiával a  deáki rigorosum után egy évvel 
három (a kolozsvári, nagyenyedi és marosvásárhelyi) református colle- 
giumban nyilvános vizsgát tétet3 s ezután (1818 őszén) fogja külföldre 
küldeni.
Három évi tanulás a dicsősége tetőpontján álló GAuss-nál bizonyára 
a legmegfelelőbb továbbképzés lett volna János tehetségének. Atyja is 
szerette volna elkísérni, még egyszer látni régi barátját.4 56Azonban nem 
szabad elfelednünk, hogy az egyetemi előadások ekkor még keveset 
nyújtottak a tudomány magasabb részeiből. Gauss maga sem volt kivétel 
ez alól. Igazi haszna tehát csak úgy lett volna János göttingai tanulá­
sának, ha a zárkózott Gauss őt is bizalmába fogadja úgy, mint az édes 
apját.
Bolyai F arkas 1816 áprilisában megírta kedvencz tervét GAuss-nak, 
bár ez nyolcz évvel azelőtt írt utolsó levelére sem válaszolt. Az óhajtva 
várt válasz erre is elmaradt. Azon okok, a melyeket Bedőházi 5 és 
Schlesinger c urak felhoznak, teljesen érthetővé teszik Gauss eljárását. 
A fő ok mindenesetre magának a levélnek hangja volt és az a mód, a 
melylyel Gauss családi viszonyait tárgyalja.7 Bár Bolyai Farkas nagyra- 
becsült barátját sérteni távolról sem akarta, lelkének túlságos naivságá- 
ban túl ment a baráti bizalmasság megengedte határokon.
A szépen kigondolt és gonddal ápolt terv meghiúsulása más csa­
pásra terelte János életpályáját. Atyja arra gondolt előbb, hogy a pesti 
vagy a bécsi egyetemre küldi.8 Azonban különösebb vonzóerővel egyik 
sem bírt, olyan mathematikus professor, a ki B. J ánosra irányító hatás-
1 Gr. Kendeffi Á d á m  (j- 1834.), a család grófi ágának utolsó férfitagja. 
Sokat működött Erdély gazdasági és sportügyeinek előbbrevitelén.
2 Bolyai-Bodor levelek. Math, és Phys. Lapok. XI. köt. 204. 1.
■s Gauss-Bolyai levelezés 100. 1. Hogy ezt a szándékát B. Farkasnak 
így kell magyarázni, arra utal az erdélyi ref. főconsistorium rendelete 
(1776—70. lt. sz.). E szerint a külföldi akadémiákra készülő ifjaknak a 
nevezett három collegiumban vizsgát kellett tenni. Id éz i: Török J. A kolozs­
vári ref. collegium története. III. köt. 297. 1.
4 Bolyai-Bodor levelek. Math, és Phys. Lapok, XI. köt. 198. 1.
5 Bedőházi J .: A két Bolyai. Maros-Vásárhely. 1897. 192., 193. 1.
6 Schlesinger L .: Bolyai János. Math, és Phys. Lapok. XII. köt. 61. 1.
7 Gauss-Bolyai levelezés 99. és 100. 1.
s  U. ott.
v
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sal lehetett volna egyik helyen sem volt. A szabad egyetemi élettől1 is 
féltette fiát B. Farkas. Ilyen körülmények között inkább a katonai mérnöki 
pálya felé fordult, a melyhez ifjú korában maga is érzett hajlandósá­
got. Ez ellen szólhattak: a terhes költségek, a fiú nehezen fékezhető 
természete, mellette : a szép előhaladás reményén kívül a bécsi cs. kir. 
mérnök akadémiának jó híre,2 mely ismeretes volt külföldön is abban az 
időben. Végül mégis a katonai pálya mellett döntött, főleg azért, mert 
ott jó alkalom van, a mathernatikából «megnyerni azt, a’ mit sehol a’ 
Monarchiába, úgy mint ott nem lehet»3 Ennek az akadémiának szer­
vezetéről, tanulmányi rendjéről alább bővebben szólunk. Itt csak any- 
nyit említünk, hogy 7 osztálya volt, azonban akadémiai (szakiskolai) jel­
legű csak a harmadiktól kezdődőleg. Ebbe bejuthattak 11—12 éves növen­
dékek.4 Ezt tudva, Bolyai F arkas, hogy minél kevesebb időt veszítsen, 
már a deáki rigorosum után (1817 őszén) szerette volna JÁNOst ide 
beadni.5
A mint tehát elhalványult a reménység arra, hogy János Göltingába 
mehessen, tanulni kezdett a mérnök-akadémiában teendő felvételi vizs­
gálatra. El is készült még az iskolai esztendő alatt, még pedig németül 
«mint a víz».6 Nem szerezhetett ez neki különösebb fáradságot, mert a H auser 
mathematikai kézikönyve,7 a melyből vizsgáznia kellett, majdnem ugyan­
azt tartalmazza, mint a VEUA-énak első két kötete, a melyet J ános jól 
ismert. Csak a gyakorlati földméréstant tárgyalja bővebben az a könyv, 
mint emez.
Azonban egyelőre ez a terv sem valósulhatott meg, az anyagi esz­
közök híjján. Egy bécsi ismerősétől megtudja Farkas, hogy fiát az aka­
démiába a negyedik osztályon felül nem fogják felvenni, négy évi tanít*
1 U. ott.
2 L. Bedöházi : A két Bolyai. 401 — 411. 1. V. ö. még Gatti Fr. : Geschichte 
der k. u. k. Technischen Militär-Akademie. Wien, 1901—1905. I. köt. 
446 -447. 1. János főherczeg jelentését.
3 B. Farkas levele 1818 szept. 10-ről.
4 Gatti Fr . : Geschichte der k. u. k. Technischen Militär Akademie. 
I. köt. 474-475. 1.
5 Bolyai-Bodor levelek. Math, és Phys. Lapok XI. köt. 211. 1.
6 Bolyai-Bodor levelek az id éze tt helyen. (1817 jul. 3-ról.)
1 Hauser (Mathias) : Analytische Abhandlung der Anfangsgründe der 
Mathematik. Wien. I—III. köt. I. kiadás 1778—1786. II. kiadás 1816— 1823. 
(Az utóbbi megvan a M. Tud. Akadémia könyvtárában.) Nagyon hosszú ideig 
volt kézikönyv a cs. kir. mérnök-akadémiában.
/
tatására pedig nincsen módja.1 Ez az esztendő (1817) gazdaságilag a 
legszerencsétlenebbek közé tartozott az egész XIX. században. Rend­
kívüli rossz termés után még súlyos pénzügyi válság sújtja az országot. 
A kollégium is csak rendetlenül tudta fizetni tanárait.
A kétszeres csalódás után bizonyára elkedvetlenedve folytatta tovább 
1817/8-ban tanulmányait János, mini philosophus diák, Marosvásár­
helyen. Nem csodálkozhatunk, hogy nem teljesíti iskolai kötelességeit 
és Antal J ános,2 a történelem professora arról panaszol, hogy óráit 
nem látogatja.3 Atyjának előadásain nem volt már tanulni valója s a 
mint ennek feljegyzéséből gyaníthatjuk, mathematikai tanulmányait el is 
hanyagolta ebben az esztendőben.4 Annak azonban van nyoma, hogy 
Köteles SÁMUEL-nek,5 6filozófiai előadásait kedvvel hallgatta, mert később 
Bécsbe is elküldeti az utána készült jegyzeteket.8 Joggal hihetjük, hogy 
ennek, a maga idejében méltán becsült filozófusnak hatása volt JÁNOs-ra, 
a ki a «mély elméletekhez» már korán vonzódott. Azonban Bolyai 
F arkas nem tett le korábbi tervéről, hogy Jánost a katonai mérnök- 
akadémiára küldje, ámbár, ha az élet valóságos viszonyait inkább fon­
tolóra veszi, láthatta volna, hogy fiának fényes tehetsége és nemes 
jellemvonásai a katonai pályán ugyan előre vihetnék, de hevessége, 
lobbanékony természete és összeférhetetlen volta miatt JlJ^ n alkal­
mas arra. -~'i
János jövőjét az dön tö tte  el, hogy gr. Kemény Miklós,7 ap ján ak  ba­
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1 Számítása szerint erre 8000 rhénes forint kellett volna. Lásd : B olyai- 
Bodor levelek. Math, és Phys. Lapok. XI. köt. 211. 1.
2 Antal János [1767—1854.], marosvásárhelyi lelkész és a collegium 
tanára, később erdélyi ref. püspök.
3 Bolyai Gergely közlése. Szily : Adatok stb. 33. lap.
4 B. Farkas levélfogalmazványa 1818 szeptemberből: «A’ mi a ’ Mathe- 
sist illeti, most hiszem, hogy kijöttél helőlle» u. annak levele 1818 szept. 
14-ről: «A Mathesisre nézve . . . .  az idén hátra mentél.»
5 Köteles S á m u e l  [1770— 1831.] előbb marosvásárhelyi, később nagy- 
enyedi tanár. Munkáit már magyarul irta, a melyeket nagyra becsültek. 
(Koncz J. : A marosvásárhelyi ref. kollégium ismertetése. 255—266. 1.)
6 Bolyai Farkas levele Jánoshoz 1818 okt. 17-ről; «Közelebbről Petrasko 
úrtól írj . . .  . szép, hogy a’ kofákat ’s Köteles cursussait ingyen felvitte.»
7 Gróf Kemény Miklós (1791—1829.) Aranyosszék és Marosszék fő- 
királybirája. Felesége gr. Teleki Póli. Testvére az irodalom és művészet- 
pártoló gr. K. Sámuelnek. (Nagy Iván: Magyarország családai. VI. köt. 
175., 180. 1.) Bolyai Farkas, az ő kora halálakor így emlékezik meg róla:
«ollyan Atya ragadtatott-el, a’ ki rendkívül való tálentomai mellet, a’ leg­
szebbet nyerte-meg, a’ szeretetet — azzal az egyetlen móddal, hogy sze­
retett.» 1.: «Szive kiömlése a’ Maros Vásárhelyi ref. kollégyombeli ifjúság-
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rátja, a kollégiumnak «az emberiségért égő szívű» főgondnoka, bőkezű 
segítséget adott az akadémiára felmenelel költségeihez.* 1 Valószínű, mert 
hiszen B. Farkas 10— 20 frtot is nehezen tudott később a fiának kül­
deni, hogy gr. Kemény M. az egész rendes évi díjat magára vállalta,, 
még pedig négy-öt esztendő2 tartamára. Ez nem volt csekélység, mert 
az 1818. iskolai esztendő kezdetétől (októbertől) kitett 1000 frtot, a 
melyből 100 frtot ezüstben, a többit papírban kellett két részletben, 
félévenként előre3 fizetni. Ehhez járult még az űj növendék első fel­
szerelésére 225 frt papírban. Már egy év múlva leszállóit ez a díj 
880 frtra, (ebből 130 frt ezüstben), s a inig János ott tanult, többet 
nem változott.4 Azonban ez a B. F arkas fizetéséhez képest, anyagi bajait 
nem is számítva, túlságos nagy teher lett volna.
János az 1818. év augusztusában ment föl Bécsbe, nem lehetetlen, 
hogy épen nemeslelkű pártfogója vitte magával. Elképzelhetjük, hogy a 
szeretett fiút, a ki a család sokféle gondja és baja között világító nap­
sugár volt,5 * nem könnyű szívvel bocsátották el maguktól szülői, de 
kivált anyja. Az édes anya, a kin ekkor már súlyos idegbaj fenyegető 
jelei mutatkoznak, hősies elszántsággal így nyilatkozik fiáról: «itthon ne 
maradjon, de ha elmegy, meg fogok örülni».0 Milyen nehezen tűrte fiának 
távollétét, látjuk fenmaradt leveléből, melyben így ír: «Oh Édes I’ijam 1 
nem mindenkor van az embernek kedve sok dologhoz, de hozzá kell 
szoknunk jo idején azt tennünk a’ mihez telyeségel nints kedvünk . . . 
tavasz süt ha rollad jót hallok ; örökös tél borul előmbe az ellenkező 
esetbe».7 Nemsokára örökös tél borul egész életére.
nak. Egy kedves Atya Halálán». 1829. 3. lapon. Különben az elifl álló 
meleg hangú nekrológ (4—16. 1.) a Bolyai Farkas kétségtelen műve. Ehhez 
a kis munkához dr. Erdélyi PÁLnak, az erdélyi múzeumi könyvtár igazga­
tójának szívessége juttatott.
1 B o l y a i F. levele JÁNOS-hoz 1818 szept. 14.: «Gr. Kemény Miklós urék- 
nak (a kik éppen jóllevöiil) járj kedvekbe.» u. ott így emliti gr. K. M.-t: 
«az engem irántad viseltetett atyai buzgóságával örökre el-kötelezett érde­
mes Barátom».
2 Bolyai F. levele  JÁNOShoz 1818 szept. 10.: «Nem valószínű, hogy a 
segedelem  5 esztendő  előtt m egszakadjon, de az em berek  halandók.»
3 Gatti (Fr.) : Geschichte etc. 1. köt. 469. 1.
4 Gatti (Fr .) : Geschichte der k. u. k. Technischen Militär-Akademie. 
I. köt. 481., 482. lap.
3 Gaüss-Bolyai levelezés. 57. 1. «ein weckender Strahl in die Nacht un­
serer Seele».
0 Bedöházi az i. h . 77. 1.
7 BoLVAi-né levele JÁNOS-hoz 1818 deczem ber közepéről 1. a Mellékletek 
közt VI. sz.
Az az intézet, mely 1818 augusztus végétől kezdve egy időre Jánost 
befogadja, a cs. kir. mérnök-akcuiémia, első sorban azt a czélt szol­
gálta, hogy a műszaki csapatokhoz használható tiszteket neveljen. Azon­
ban ezekhez a végzett növendékeknek csupán a javát nevezték ki, a 
többi a sorhadnál kap alkalmazást. Az intézetben végzett növendékekből 
kerül ki a vezérkar nagyobb része is.1
A mint előbb már említettük az akadémiában hét éves volt a taní­
tás teljes folyama, de az első két osztály csak «normális» iskola,, 
az ú. n. akadémiai tanfolyam a III—VII. osztályokat foglalja magábam 
Volt azonfelül még egy osztály, de csak olyan végzett növendékek szá­
mára, a kik mérnökkari tisztjelöltek (Ingenieur-Corps-Cadetten) lettek.
A III., IV. és V. osztályok főtárgya a tiszta mathematika, a Vl-é az 
alkalmazott mathematika, az utolsó Vll-é a szorosan vett katonai tudo­
mányok : erődítéstan, taktika és a polgári építéstan.2
Az anyag felosztása körülbelül így történt:
A mathematikából a III. osztályban : arithmetika és algebra, a IV.-ben 
az egyszerű geometria, stereometria, nivellázás és síkbeli trigonometria, 
felvétel mérő asztallal, gömbi trigonometria, az V ben a kúpszeletek, 
sorok, felsőbb fokú egyenletek megoldása, a differencziál és integrál 
számítás elemei és malhematikai földrajz kerülnek sorra. A VI. osz­
tályban következik: a szilárd és cseppfolyós testek mechanikája, rövid 
kísérleti fizikai tanfolyammal kiegészítve, a differencziál és integrál szá­
mítás folytatása.
Az utolsó (VII.) osztályban tanulják a következő szaktárgyakat: a 
taktika általános alapelvei, erödítéstan, megerősített helyek támadása és 
védelme, földalatti erődítés és földalatti liarcz, polgári építéstan, víz-, üt­
és erődépítéstan.
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1 V. ö. Gatti i. mű I. köt. 442., 455. 1. Bourgeois tábornok, akadémiai 
igazgató jelentése 1809-ből. — A mérnök-akadémiát (Ingenieurs-Akademie), 
Savoyai J enő herczeg javaslatára Ili. Károly állította fel 1717 végén. Az 
intézet székhelye, többnyire Becsben volt, 1798—1851-ig épen abban az 
épületben, a melyben most a hadi-levéltár (k. u. k. Kriegs-Archiv) van. 
(VII. Stiftgasse.) Úgy a mérnök-akadémia, mint a tüzérségi-akadémia 1869- 
ben megszűnt, s helyükbe lépett a katonai műszaki-akadémia (k. u. k. 
technische Militär-Akademie), jelenleg Mödling-ben, Bécs mellett (1. Gatti 
i. művében). A bécsújhelyi katonai akadémia ezektől egészen különálló 
intézet, a mely a sorhad számára nevel tiszteket.
2 Gatti i. mű I. köt. 420. 1. A tiszta mathematikára 1809 óta van h á ­
rom osztály, u. ott 449., 458. 1. és Hauser : Analyt. Abhandlung etc. III. k. 
1816. p. III. (Előszó.)
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A mérnökkari tisztjelöltek még egy (VIII.) évet töltenek ott, ezalatt 
az erődítéstanban és a katonai építéstanban nyernek behatóbb oktatást.1
A mérési gyakorlatokra a IV—VII. osztályokban, valamint a VI. osz­
tály fizikai gyakorlataira 14— 14 napi idő volt kiszabva.2
Ezenkívül tárgyai voltak a tanításnak, mint segéd és előkészítő tanul­
mányok : német, latin, franczia és cseh(!) nyelv, szép és helyesírás, 
levelezés és ügyiratok, világtörténet és földrajz több esztendőre fel­
osztva. Szabadkézi rajz, mint előtanulmány, helyszínrajz, geometriai, 
távlati rajz, erődítés- és építés-rajz.3
Testgyakorlatok : vívás, táncz, lovaglás. Azonkívül az összes osztályok 
a legfelsőbb osztálybeliek vezénylése alatt katonai sorgyakorlatokat vé­
geznek a nyári hónapokban. A két utolsó osztály a fegyverfogásokat 
gyakorolja be.4
A mint látható, csak a VII. osztály ad szorosan véve katonai szak­
nevelést, a többiben a mathematikai tárgyak foglalják el az első helyet.
A tanítás czélja nem az, hogy a növendékekből kész tudósok válja­
nak, hanem abban áll, hogy képesítse őket további tanulásra, a maguk 
erején.5
Az intézet — mint a katonai intézetek ma is — bennlakással volt 
egybekötve. A növendékek idejét a sokféle tárgy nagyon lefoglalja, de 
«hogy a szellemi erőt ne nagyon fárasszák», gondoskodnak arról, hogy 
az elvont tárgyak délelőttre jussanak s könnyebbekkel váltakozzanak. 
A délutánt rajz és a délelőtt tanultak ismétlése foglalja le. Nagy kert 
is van, a hol a növendékek szabad óráikat játékkal tölthetik.0
A katonai szaktárgyak és a mathematika, valamint a helyszinrajz ta­
nárai mérnökkari kiváló tisztek, a taktikát a sorhadból odarendelt tiszt, 
a többi tárgyakat polgári tanárok tanítják. A tanítás módszeréről a kor­
hoz és a katonai intézetekben megszokott eljáráshoz képest, meglepő 
fel világosod ott utasításokat találunk :
1 I. mű I. köt. 417., 420., 475., 524. 1. Miután az i. helyeken az 1803., 
1814., ill. 1835. évekből közölt tanítástervek közül, csak az utolsó tartal­
mazza a tárgyak osztályonként való felosztását, a fenti terv részletei csupán 
valószinűek.
2 I. mű I. köt. 476. 1.
3 U. ott 475. 1.
4 U. ott 476. 1. Ez a tudósítás ugyan 1814-ből való, de a tanulmányi 
rend állandó voltát tekintve, egészen bizonyos, hogy 1818—1823 között is 
így volt.
5 U. ott 475. 1.
0 U. olt 420. 1.
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«A tudományos oktatásban az analitikus tanításmódot fogadtuk el, 
mint olyant, a mely leginkább megnyitja az értelmet és megtanítja a 
fogalmak egybefűzését. Törekedünk a tanulónak az előadott tárgyról 
világos fogalmat nyújtani, határozott magyarázatokkal és arra tanítjuk 
őt, hogy előrebocsátott tételekből és igazságokból helyes következtetése­
ket vonjon le . . . Keveset vagy semmit sem tanultatunk könyv nélkül, 
hanem arra szorítjuk a tanulót, hogy saját előadásában, a mennyire csak 
lehetséges, más kifejezéseket vagy ábrákat használjon, mint a kézikönyv. 
Ennélfogva jobban fel lehet ismerni, vájjon a tárgyat a maga igaz értel­
mében és terjedelmében felfogta-e ? Ezt a tanílásmódot nemcsak a ma- 
thematikai tudományoknál, hanem az egész többi oktatásban is követ­
jük, vagy megközelítjük, a mennyire a tárgyak engedik.»1 2
Hogy ez a szép utasítás a gyakorlatban teljesen megvalósult-e, bajos 
Volna eldönteni, de mindenesetre jellemző az intézetre. Mivel pedig 
Bourgeois tábornok,- a kitől ezek az utasítások erednek, 1811-ig igaz­
gató marad és a tanári kar nagyrésze 1818-ban olyanokból áll, a kik még 
Bourgeois alatt is szolgáltak, s különösen ha tekintetbe vesszük a tanító­
intézetek hagyományaiban rejlő nagy erőt, joggal tehetjük föl, hogy 
abban az időben mikor Bolyai János ott tartózkodott, még ilyen szellem 
uralkodott az akadémia oktatásában.
A növendékekkel való bánásmódra pedig az az irányadó; «hogy 
nem szabad az ifjak között semmi más különbséget tenni, mint olyant, 
a mely alapját a jobb tanulmánybeli előhaladásban és a jobb maga­
viseletben találja».
Tiszti kinevezésre csak azokat ajánlja az akadémia az udvari főhadi­
tanácsnak, a kik tanulásukkal és magaviseletükkel erre érdemesnek mu­
tatták magukat. Nem is igen fordult elő, hogy az ilyenek, erre az aján­
lásra később méltatlannak bizonyultak volna.3
Az intézet felsőbb vezetése és irányítása János kir. herczeg4 kezé­
ben volt, a ki ezt a felügyeletet nemcsak névleg, hanem műveltségénél 
és tehetségénél fogva valósággal is, nagyon hosszú ideig gyakorolta.
1 U. ott 419., 474. 1. Ez utóbbi két idézet Bourueois tábornok, aka­
démiai igazgató 1803-beli «Administrations-Bericht»-jéből.
2 Bourgeois (Joseph Toussaint) [1745— 1821.]. A mérnökkar legkiválóbb 
tisztjei közé tartozott. (Gatti i. mű. I. köt. 187. 1.)
3 I. mű. I. köt. 442 1. Az 1792—1807-ig összesen csak 80 növendék 
hagyta el tiszti rangra ajánlva az intézetet. Az összes növendékek száma 
ekkor évenként 200 körül volt.
4 János kir. herczeg [1782—1859.]. II. Lipótnak nemeslelkű és tehet­
séges f ia ; a ki a természettudományokat kedvvel művelte. A műszaki 
csapatok felügyelője 1801 —1849-ig. (Gatti i. mű. I. köt. 407. 1.)
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Ilyen volt az az intézet, a melybe Bolyai János, magasabb kikép­
zésre ment föl. Az intézet nyújtotta oktatás műszaki és katonai szem­
pontból kiváló volt, bár mai fogalmainkhoz képest magasabb színvo­
nalra nem emelkedett, pl. már a differencziál-egyenletekről nem tanítot­
tak. Azonban az itteninél többet, jobbat csak a francziák elsőrangú inté­
zetei, mint az «Écolc Polytechniquc», nyújtottak. Talán olt lett volna 
J ános még jobb helyen — ha ez egyáltalán szóba kerülhetett volna.1
Bolyai János a mérnök-akadémiába 1818 augusztus 24-én lép be.2 *
Evvel életének új és a további pályájára döntő fontosságú korszaka 
kezdődik.
3.
B olyai F arkas nagy megnyugvással értesült fiának a mérnök-akadé­
miába való felvételéről. «Örömmel érteltem — írja hozzá — hogy már 
bé vagy az új kertbe ültetve; adja Isten, hogy foganj meg, az ültetés­
sel nemesedj, mint a’ plánták szoktak, nőjj magassan fel erről az alatt­
való földről az égre, ’s térj vissza valaha onnan szelíd árnyékkal ’s jó 
gyümölcsökkel arra a’ földre a’ honnan felnőttél.»2
János a IV. osztályba, az akadémiai osztályok másodikába lépett b e ; 
a felvételi vizsgán hatodik lett.4 Ez a körülmény arra utal, hogy a 
gr. Kemény Miklós segítsége nem sokkal a felutazás előtt jöhetett, úgy 
hogy JÁNOsnak nem volt már ideje kipótolni az utolsó évben a mathe- 
matikában esett hátrameneteiét. Bár kétségtelen, hogy az új környezet 
és az a vágy, hogy magát ebben kitüntesse, új igyekezetre sarkallták 
JÁNOS-t, de az első (1818/91 év nem folyt le nehézségek nélkül.
A német nyelvet J ános ekkor már jól bírta, úgy hogy az idegen nyel­
ven való tanulás csak kevés, átmeneti nehézséggel járhatott. Tudott vala­
mit a francziából is, hiszen ezt az akadémia 111. osztályában kezdették 
társai tanulni. Atyja buzdítja, hogy szabad idejében angolul tanuljon; a 
latint és hegedülést, és a rajzolást ne hanyagolja el.5 Úgy látszik, erre az 
utolsóra szükség is volt. A rajzolást az akadémián, mint fontos segéd­
1 Ehhez közelálló nézeteket fejteget Bedőházi: A két Bolyai 410. 1.
2 Gatti i. mű. I. köt. 725. 1. Az Akadémia okmányaiból ezeket közli: 
B olyai de Bolya Johann. Geboren am 21 [1] Dec. 1802. zu Maros-Vásár­
hely [I], Vater ist Professor der Mathematik und Physik zu Maros-Vásár­
hely. Eingetheilt am 24. Aug. [1818.]. Kostgeher pr. 1200 fl. Am 9. Sepl. 
1822. Cadet im Ingenieur-Corps.
:t ß. F. levele 1818 szept. 14-ről.
4 U. ott: «öt jobb van mint te*.
5 U. a. helyen.
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eszközét a mérnöknek, szigorúan követelték ; János pedig ebben, a mint 
tudjuk, gyakorlatlan volt.1 De szép haladást tett már az első év alatt.2
Több nehézségbe kelülhetett, mert önmegtagadással és lemondással 
járt, a katonai fegyelemnek és az alárendeltségnek megszokása. Ismerte 
jól fia természetét B. F arkas, midőn nyomatékkai in t i: «Tsak a’ mások­
hoz való szelídséget, meg-betsüllést, felsőbbekhez való engedelmességet 
és azt a Modestiát ajánlom, mely a’ tudósnak ollyan ékessége mint az 
ifjúnak a’ szeméimetesség. Az indulatokon tanulj uralkodni, hogy az 
okosság világa mint a nap süssön a’ fellegeket tornyozo szélvészek 
felett.»3 Mindenesetre segítségére volt ebben JÁNOS-nak az intematus fel­
ügyelő tisztjeinek egyike, Halász Gedeon utászszázados,4 a kinek figyel­
mébe őt pártfogója,, ennek barátja 5 ajánlotta, valószínű, hogy a kezdet 
nehézségein az ő jóindulatú tanácsai is könnyítettek.
Az első esztendőben nem  ju to tt m ég János az osztálya legelejére,6 
s  azt is valószínűnek tartjuk , hogy János királyi herczegnek kü lönös 
figyelmét csak a következő évben vonta m agára.
Az akadémia csendes munkáját az 1819/20 esztendő folyamán kelle­
metlen események zavarták meg.
Már az 1819. karácsonya óta az V. osztály, a melybe János jáit és 
a VI., elkeseredetten gyűlölték egymást, de a legfelső osztály tagjainak 
közbenjárására kibékülnek. Komolyabb következésekkel járt a következő 
eset, a milyenre alig mutat példát az akadémia története. A IV. osztá­
lyosok, a legidősebb társaik csábítására, egy felügyelő altisztet meg­
1 Bolyai FARKAs-né, Benkő Zsuzsánna levele 1818 deczem berből ( V .  M e l ­
l é k l e t )  «tsak a je len  való kötelességedet teljesítsd  ; ezt a rajzolásra s m in ­
den egyebekre nézve értem».
2 Bolyai-Bodor levelek. Math, és Phys. Lapok. XI. köt. 215. 1. «remény­
ségem felett jók» [a rajzolatok], 1819 szept. 3-ról.
3 B. F. levele 1818 okt. 17-ről.
4 Halász Gedeon [1786—?]. Szül. Alsó-Dabason (Pest m.). Az Akadémiát, 
mint Beleznay-alapítványi növendék végezte 1805—1809. (G a t t i (Fr.) : Ge­
schichte etc. I. köt. 669. 1.). E szerint a kiválóbb tisztek közé tartozha­
tott. Még 1820-ban is az akadémia mellett van (í. h. 487. 1.).
5 Bolyai F. levele 1818 szept. 10.: »írok gr. Kemény MiKLOS-nak, és, a ’ 
kinek m éltó jo  barátja, H alász Gedeon urnák». E m líti az ugyanazon év 
szept. 14. és okt. 17-iki leveleiben is.
6 Ezt lehet következtetni Bolyai F. 1819 szeptemberben írott soraiból: 
»Az ötödik Classisban reméllem megnyered jobban is a Professoroknak, 
Lenkernek ’s a Feldmaréchalnak kedvit.» Az itt említett Lenker (őrnagy) 
az igazgató mellé rendelt fegyelmi és gazdasági felügyelő, a Feldmaréchal: 
az igazgató, gr. Nobili.
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támadtak és bántalmaztak. Ezt a  fegyelemsértést az igazgató, gr. N obili 1 
altábornagy, olyan szerencsétlen módon intézte el, hogy a felsőbb osz­
tályos növendékeket megsértette és azok felháborodásukban valóságos 
strike-ot rendeztek. Tömegesen elhagyták az intézetet, kiszabadítván egy 
házi fogságban levő társukat is.
Ilyen lázadás, előkelő katonai intézetnél kétszeresen súlyos beszámí­
tás alá esett és kínos megbotránkozást keltett egész Bécs városában. 
J ános kir. herczeg, értesülvén a történtekről, nagy körültekintéssel és 
energiával maga vette kezébe az ügy kibonyolítását. Tapintatos fellépé­
sével és személyiségének erejével a növendékeket visszatérésre bírta, 
s izgatottságukat lecsillapította. Azonban a büntetések sem maradtak el, 
ebben szigorú volt, de csak kevés növendék részesült nagyobb bünte­
tésben.2 Nemcsak ez a jel mutatta, hogy az akadémián a fegyelem 
lazulni kezd. A növendékek kiszökdösnek, a közelben házmestereknél s 
más lakóknál polgári ruhát öltenek és mindenféle dorbézolásra alkalmat 
találnak. Azt is külön kell elrendelni, hogy a katonatanárok mindig 
egyenruhában tartsanak előadást.3
Annál feltűnőbb volt az akadémián uralkodó rendnek megbomlása, 
mert az a megelőző igazgató, B ourgeois tábornok alatt, még a napóleoni 
hadjáratok zavarai közepette is, kifogástalan maradt.4
Ilyen körülmények között nem sokáig váratott magára a leggyökere­
sebb intézkedés: az akadémia szerencsétlenkezű igazgatójának fölmen­
tése állásától.5
Már ezt megelőzőleg szigorúbb lett az akadémiai növendékeire való 
felügyelet. Legjellemzőbb, hogy a felügyelő tisztek számát háromról tizen­
kettőre szaporítja az udvari főhaditanács.6 Erre valóban szükség is volt 
250 bennlakó növendék mellett.
Az új igazgató, br. Herzogenberg tábornok ,7 erős kézzel visszaállítja 
a rendet. A növendékek k im enete lé t és a künnétkezés szabadságát meg-
1 Gr. Nobili (Joh. Benedict). [1758—1823.]. Az akadémiának igazgatója 
1811- 1820. (Gatti i. mű I. köt. 305—306. 1.)
2 L. Gatti i. mű. 1. köt. 482—484. 1. Az eset 1820 január 20., 21-én 
történt s úgy emlegették, mint «januári lázadás»-t.
2 U. ott. 487. 1.
4 Gatti i. m ű, főleg 187. 1.
5 U. ott 488. 1.
6 Gatti u . o tt 485. 1.
~ Br. Herzogenberg (August), valódi nevén Picot de Beccaduc, a fran- 
czia hadseregből lépett át. (Gatti u . ott 488. 1.)
szorítja, s még a szeptemberi nagy szünidőre sem engedi többé haza a 
növendékeket.1
Nem tudjuk mennyi ideig maradt érvényes ez a túlságosan szigorú 
rendelkezés. De JÁNOS-nak úgy is mindegy volt, már csak a nagy távol­
ság miatt sem igen mehetett volna haza a szünidők alatt. Hiszen csak 
az oda- és visszautazással 20—22 nap telt volna el és csupán az utazás 
költsége 100 írtra ment volna.
A mint az akadémia történetében közölt adatokból kivehető, az előbb 
elbeszélt zavarokban magyar fiúk is voltak a vezetők között. De nem 
valószínű, hogy János közöttük lett volna. Komoly, tudományos kérdé­
sek foglalkoztatják. Az idősebb és komolyabb Szász KÁROLY-lyal való 
szoros ismeretsége erre az időre esik. Együtt elmélkednek a parallelák 
tanáról s vele együtt teszi meg B. János az első, még tétovázó lépéseket 
az ő «ujj más világának» megteremtésére.2 Anyjának állapota is rosz- 
szabbra fordult már 1819 közepe óta,3 a mi okvetetlenül mély hatás­
sal volt lelkére. De a legnyomósabb ok, mely a mellett szól, hogy a 
januári lázadásban nem volt részes az, hogy B. F arkas 1820 ápr. 4-ről 
kelt s előbb említett levelében egyenesen arra szólítja fel, hogy János 
kir. herczegnél közbenjárója legyen egy erdőfelügyelői állás elnyerésében, 
így csak abban az esetben írhatott, ha tudta, hogy fia a kir. herczegnél 
jó nevet szerzett. Ezt pedig, mint a januári lázadásnak részese, elve­
szítette vagy meg sem szerezhette volna.
Úgy hiszszük tehát, hogy ebben, az 1819/20. iskolai esztendőben 
történt, hogy B. János a királyi herczeget fényes tehetségével bámulatba 
ejtette. Annyira megtetszett a királyi herczegnek a lángeszű növendék, 
hogy nála megfordult erdélyi urak előtt is megdicsérte. Később is meg­
tartotta jóindulatában.4 Mindenesetre ez esztendő folyamán osztálya leg­
elejére küzdötte fel magát, másodiknak.5
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1 U. ott 490. 1.
2 L. erről bővebben Stäckel P .: A nem-euklidikus geometria törté­
nete stb. Math, és Természettud. Értesítő. 1900. XVIII. köt. 246—247. 1. 
Megjegyezzük e helyen, hogy Szász Károly [1798—1853], a ki juris pro- 
tessornak ment Enyedre, politikai okokból a jog tanításától eltiltva, 1839-től 
kezdve mathematikát és fizikát adott elő.
3 Bolyai-Bodor levelek. Math, és Phys. Lapok XI. köt. 214. 1. 1819. 
jun. 14-ről.
4 Szily : Adatok stb. 33—34. 1.
5 L. br. Herzogenberg felterjesztését 1822. szeptember 6-ról. (A  k ö z ö s  
h a d ü g y m i n is z t é r i u m  le v é l tá r á b a n .)
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A következő két év, 1820 1. és 1821/2, az akadémia történetében a 
csendes és sikeres munka korszaka volt.1
Ezalatt fejük tovább JÁNOs-ban a nem-euklidikus geometriának gon­
dolata, de Szász Károly 1820 közepén eltávozván,2 már magára maradva 
fűzi tovább elmélkedéseit. Tanulmányaiban, valamint á rajzolásban is 
szép előhaladást tett ezen idő alatt.
Természetes dolog, hogy az ő tehetségét úgy tanárai, mint az igaz­
gató-tábornok mind nagyobb mértékben méltányolják és őt is megkülön­
böztetik a többi növendék felett.3
Szabad idejében —- a mely ugyancsak szűkén volt kimérve — mű­
vészeti készségét is fejleszti. Egyik társa alkalmat ad, hogy a kamara­
zenében gyakorolja és tökéletesítse magát. Társai körül ebben is kivá­
lik : csak egy van, a ki a hegedűjátékban többre vitte.4 Ezalatt szerzi 
meg kétes hasznú nagy gyakorlottságát a vívásban.
Az akadémia a meghatározott évi díjért a növendékeket úgyszólván 
mindennel ellátta. Teljes élelmezésen kívül, ruhát, orvosi segítséget, 
gyógyszert, kézikönyveket, író és rajzszereket adott.5 *Ezeket fedezte a 
gr. Kemény Miklós segítsége. De jól foghatott ezen felül is némi zsebpénz. 
Szép bizonysága annak a rokonérzésnek, melyet János maga iránt ébresz­
teni tudott, hogy volt tanítója Cs. Szilágyi J ózsef, szegény fiú létére két 
év alatt 40 rh. forintot küld neki.8 Az atyja is ad, a mennyi telik. De 
csak keservesen tud időnként 10— 20 frtot küldeni.7 Gr. Kendeffi Ádám 
a Göttingára ígért segítség helyett mostan ad 250 frtot; a mi a lovag­
lás tanulására kellett.8 Ezért ugyanis külön fizetés járt, hónapjára 19 frt.9
Bár az akadémia rendtartása szoros volt, mégsem válhatott egykönnyen 
B. JÁNOS-ból egyoldalú katona.
Társaságban nem szenvedett hiányt János. A már említett gr. Kemény 
időnként, fentartózkodása alatt bizonyára szívesen látta magánál. A gróf
1 Gatti i. b. 491. 1.
2 Bolyai F. levele 1820 ápr. 4-ről.
:t Bolyai-Bodor levelek. Math, és Phvs. Lapok XI. köt. 217. 1. 1821 
m árcziusról.
* U. ott.
5 Gatti i. mű I. köt. 416. 1.
8 Bolyai F. levele 1821 jan.—augusztusról.
7 Bolyai F. levelei 1818 szept. 10., 1820 ápr. 4.: «Magamnak egy kraj- 
tzárom sem marad», 1821 szept. 10., 1821 okt. 1.
8 Bolyai-Bodor levelek i. h. 218. 1. 1821 jul. 15-ről és fiához 1821 
szept. 10.
9 Gatti i. mű I. köt. 425. 1. (1804-ből).
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T eleki Elek házánál is sokat volt, a ki m elle tt Szász Károly nevelősködött. 
De voltak atyjának ism erősei, állandóan ottlakó, előkelő hivatalnokok : 
S zentgyörgyi Imre és B odoki Sámuel, a  k iknél meg kellett fordulnia.1
Tanárai közül W olter von Eckwehr János századossal állott leg­
szorosabb összeköttetésben. W olter, a ki a mathematikát és geometriát 
tanította,2 épen 1818 őszén került az intézethez.3 Irodalmi téren bár 
nem szerepelt, mégis annyira becsülte B. János az ő tudását, hogy 
Appendixének első fogalmazását 1825 vagy 1826-ban neki adta át.4 Mint 
mérnök kiváló lehetett. Ezt mutatja az, hogy hosszabb időn át ő ve­
zette a tiroli határszélen Franzensfesle építési munkálatait.5 6Később is 
fenmaradt benső barátságról tesz bizonyságot János-hoz intézett levele.® 
Az intézet akkori idősebb tanárai közül Lenker Mihály őrnagyot 
becsülte, a kihez atyja így utasítja mathematikai kérdésekre nézve: 
«LENKER-t absolute használd, megfogod bánni ha elmulatod.»7 Világos 
előadású tanár lehetett, kézikönyvei után ítélve, a ki tárgyát, a felsőbb 
geometriát és mathematikai földrajzot alaposan értette.8 9
Az intézet növendékei számára írott * Mathematikai Földleírás* -ában 
csinosan és világosan tárgyalja, kivált a földfelület ábrázolási módjait.® 
Említhetjük még B rasseur Sándor őrnagyot, a mechanika és fizika
1 Említi B. Farkas 1818 szept. 10., 14., u. év okt. 17., 1820 ápr. 4-én 
kelt leveleiben. Az elsőt B. FARKAS-né is 1818 deczemberből.
2 L. Bolyai J. feljegyzéseit; idézi: StXckel P. A nem-euklidikus geo­
metria története stb. Math, és Természettud. Értesitő. 1900. XVIII. köt. 
252. lap.
3 Gatti i. mű I. köt. 482. 1.
4 L. StXckel i. h . 252. 1.
5 W olter v . Eckwehr János [1791— 1857.]. Szép katonai pályát futott 
meg, a melyen altábornagyságig emelkedvén, Krakkóban halt meg. A mér­
nök akadémiának 1842— 1850. igazgatója volt. L. Gatti i. mű I. köt. 683.1. 
Az itt említett többi adatokra nézve is 1. u. ott.
6 Graz, 1831 november 2-ről. E levelet újabb közleményem mellett 
fogom kiadni.
7 B. Farkas levele 1820 ápr. 4-ről, u. ott még: «Próbáld meg L. urat».
8 Lenker Mihály [1778—?]. Az in téze tné l már 1804-ben tanít és 
1833-ban m ég ott m űködik. Több a m aga idején becses (gediegen) kézi­
könyvet szerzett az in téze t számára. 1839-ben m int ezím zetes vezérőr­
nagy lép nyugalomba. (Gatti i. mű 426., 505. 1., részletesebben  381. 1.)
9 Lenker kiadta újra dolgozva a Hauser 8. lapon említett kézikönyvé­
nek Hl. kötetét: E i n l e i t u n g  z u r  h öh . G e o m e t r i e  Wien 1816. (a M. T. A. 
könyvtárában). Azonkívül megjelent tőle még «A n le i tu n g  z u r  M a th e m a t i s c h e n  
E r d b e s c h r e ib u n g » Wien, 1818. (A bécsi műegyetem könyvtárában.) Több 
munkájáról nincs tudomásom. Gatti könyve még ezeket sem említi.
11*
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tanárát, a kinek hatását, ugyan B. Jánosra nem mutathatjuk ki, de 
mint szorgalmas és alaposan készült tanárt említik.1
Tehetséges tagja volt a tanítótestületnek H auslab F erencz hadnagy, a 
tereptan és helyszínrajz tanára. Őt 1819-ben osztották be az akadémiá­
hoz, a hol tanári tevékenysége minden tekintetben kiváló volt. A térkép- 
rajzolásban nálunk először ö alkalmazta a rétegvonalakat. Katonai és 
tudományos téren egyaránt fényes nevet szerzett. A maga idejében az 
osztrák hadsereg legtudósabb tisztje volt. Reánk, magyarokra nézve 
azt a szomorú dicsőséget szerezte, hogy 1849-ben mint H aynau altábor­
nagy seregének tüzérségi parancsnoka, a szőregi és temesvári csaták­
ban megtörte a magyar tüzérség addigi fensőbbségét.2
Az atyai szeretet, gond és aggódás a távolból is folytonosan kíséri 
JÁNOs-t, akadémiai tanulása alatt. Más helyen említjük meg, mennyiben 
támogatta F arkas szaktanulmányaiban útmutatásokkal. Itt arról számo­
lunk be, hogyan törekedett az édes atya fia erkölcsi és jellembeli fejlő­
désére hatni ?
A János gyors haladása és fényes sikerei voltak az édes apának jó­
formán egyetlen vigasztalása ezen időben. Súlyos éveket és hónapokat 
töltött szerencsétlen felesége mellett. Mind sötétebben borul a szegény 
asszony lelkére az éj homálya, testét is sorvasztó kór gyengíti. Végül a 
halál 1821 szeptember 18-án megváltja szenvedéseitől.3
Megható gyöngédséggel értesíti Jánost e csapásról, így vigasztalván : 
«nyugodj-meg az örök rend folyásán; adj egynéhány könnyet Edes- 
«Anyád meg-nyugott porainak; folytasd férfiúi módon pályafutásodat! — 
«hogy nem sokára úgy ölelhesselek meg, hogy tsak az fájjon, miért 
«nincs Édes Anyád-is ott; ’s a’ midőn ötét is sziveinkből ki-hozza egy 
«könny, mind a ketten meglássuk őtet is egymás szemeibe.»4
1 Brasseür Sándor [1776—1844.]. Az akadémián 1802— 1834-ig a me­
chanika és fizika tanára. írt kézikönyvet a «Mechanika és hydrauliká»-róL 
Tanári működéséért nemességet nyert. Az akadémia igazgatója 1834— 
1842. Mint vezérőrnagy ment nyugalomba 1842. (Gatti i. mű I. köt. 373. 1.) 
Könyvét nem sikerült megkapnom.
2 Hauslab Ferencz [1798- 1883.]. Többféle külön megbízásban kitünteti 
magát. Az akadémián 1819—1832-ig tanár. Kitűnő régiségbuvár és nyel­
vész. Több tudóstársaságnak is tagja. Mint altábornagy halt meg Bécsben. 
(Wurzbach: Biogr. Lexikon. 8. Th. Wien, 1862. 90—92. 1. és Gatti i. mű 
I. köt. 689-690. 1.)
:l Ez a helyes dátum. L. Bolyai F. levele 1821 okt. 1-ről. V. ö.: Schle­
singer : Bolyai János. Math, és Phys. Lapok XII. köt. 62. 1. és Bedőházi : 
A két Bolyai 81—82. 1.
4 U. azon levél és Bedőházi i. mű 84. 1.
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A fia egészségét illető jó tanácsok is sűrűn fordulnak elő. Ezekben 
néha túlságosan aprólékos is.1
Az időnek kellő felhasználására is nyomatékosan figyelmezteti: 
«Hova tovább azt hiszem, hogy nagy Mathematikus tsak a’ lehet, a’ ki 
«excellens elmével jókor, jó móddal hozzá fogva, serdülő korába ollyan 
«helyt, a’ hol mint a méheknél tavasszal egy az igyekezet, szünetlen való 
«hosszas gyakorlással, mint a’ nyelvbe, ollyan készséget kap.»2 Midőn a 
VI. osztályba lép János, megismétli újra: «El-folynak az esztendők ’s 
«semmit se hagynak annak a’ ki nem nézve ki az okosság perspeetivá- 
«jával [=messzelátó cső] a jövendő vidékeire, tsak a’ jelenvalo virágait 
«szedi — jaj annak, a’ kinek az el-mult időket, tsak tett pusztításaik 
«mutatják — ’s szerentsés; a’ ki meg-tudta az esztendőket tartani, mint 
«az élőfa mindenikbe egy-egy karikával vastagodva — »3
De legtöbbet aggódik azon, hogy fia az erkölcsi tisztaságot őrizze 
m eg: «az első lépéstől irtózz, mert a’ meredek’ széléről bé feneketlen 
«az örvény, ’s meg-állani többé nem lehet — őrizkedj az ollyan mo- 
«tsoktol, mellyet ki-törleni többé, nem lehet . . . Tsak az virágzik-ki tes- 
«tében ’s lelkében, ’s az érik-meg férjfiuvá, ’s annak van ereje, akaratja 
«és álhatatossága, ’s tsak úgy ég a ’séni [=génie] lángja szépen tisztán 
«s tartósan, ha annak forrása mennyei tisztaságába marad.»"4 A mint 
közéig az akadémiából kilépés ideje, ezek az intések mind sűrűbbek 
lesznek: «Őrizd meg a’ te tisztaságodat! Szünetlen vigyázva, hogy az 
«égből gyűlt tűz mint a’ Vesta templomába ki ne alugyék -— minden 
«szikrája a’ földi örömnek melyről le-mondassz, mint egy örök világu 
«tsillag úgy fog ragyogni életed ezutáni vidékei egén.»5
Másutt, mintha csak a jövendőt sejtette volna meg az aggódó atya: 
«Én tégedet a Duellumtól féltelek leginkább ’s a fejérnépektől.»6 
Azonban úgy érezzük, ilyen és ezekhez hasonló intésekkel czélját nem 
érhette e l ; az áradozó nyelv, a költőileg kiszínezett képek inkább 
éleszthették az ifjúkor vágyait, mint csillapították.
János az akadémia rendes osztályait 1822 szeptemberben végezte el;
1 B. Farkas, m ajd m indenik levelében.
2 Bolyai F. levele 1818 szept. 10.
:l Bolyai F. levele 1820 okt. 5.
4 Bolyai F. levele 1819 szept. (töredék).
5 Bolyai F. levele 1820 okt. 5-ről.
6 Bolyai F. levele 1822 nyarán. Nem ez az egyetlen dolog, a miben 
B. F. megsejtette a jövendőt. V. ö. a nem-euklidikus geometria dolgá­
ban adott utasítását. (StXckel P. . Math, és Természettud. Értesítő 1900. 
x v m . köt. 252. 1.)
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azu tá n  m in t m érn ö k k ari tisztjelölt m ég szinte egy évet töltött a n n a k  
falai között.1
A m érnökkari tisztjelöltek so ráb a  ekkor 19, VII. osztályú n ö v en d ék  
közül hét ju to tt be, közöttük János a  második.2 3
Erre nézve nem érdektelen tudnunk, hogy a mérnök akadémiában 
a kilépő növendékek érdemsorának megállapítását a tanárok és a nö­
vendékek közösen végezték. Az osztály kijelölte az öt legjobb növen­
déket, a kik épenugy mint két tanár, Írásban szavaztak. Az igazgató 
szerint, a növendékek ítélete «ilyen esetekben, mint részrehajlatlan és 
alapos, teljesen bevált».2
A tanárok —  közöttük Lenker őrnagy is —  Jánosí tették e lső n ek , 
azonban a növendékek második hely re  sorozták. Az igazgató ebben  m eg ­
nyugszik, mivel szerin te : «Bolyai elsőségét csak az erődítéslanra  és a 
polgári ép íté stan ra  kell érteni, m e r t nem  terjed az ki a  többi tudom ány- 
szakban  szerzett ism eretekre, m elyekben  a III. osztálytól kezdve állan  
dóan  Czermák foglalta el az első helyet.»4
A bizonyítványokból úgy látszik, hogy János versenytársa a szépírásban 
és rajzolásban volt ügyesebb, ellenben földrajzban már János jobb, a 
többi tárgyból ugyanazok az osztályzatok.5 6János utolsó bizonyítványa 
önmagában tekintve is fényes, de azt mutatja, hogy a történelemben, 
franczia nyelvben, német fogalmazásban és rajzolásban egy fokozattal 
gyöngébb eredményt ért el, mint a többi tanulmányokban.
Azonban nemcsak ezt viszi onnan magával, már érőben van új 
geometriája is. Ennek az intézetnek köszönhette Bolyai János azt a 
mindennél becsesebb rendes és nyugalmas életet, melyben nagy felfede­
zésének eszméje kicsirázhatott és fejlődésnek indulhatott.
Szabó Péter.
1 Kinevezési okmánya kelt 1822 szept. 7-ről, rangja szept. 9-től számí­
tott. V. ö. Gatti i. mű I. köt. 725. 1. (148. lap. 2 jegyzetben idézve) és Schmidt 
F .: Bolyai életrajzát. (Suták-Schmidt : «A tér abszolút igaz tudománya». 
XXVII. 1.) Bedőházi : A két Bolyai 418. 1.
2 János kir. berczeg előbb is em líte tt rendelete  a tisztjelöltek k ineve­
zéséről. (1822. szept. 7-ről.)
3 Br. Herzogenbero A. felterjesztése a végzett növendékek kinevezése 
ügyében János kir. herczeghez. (1822. szept. 6-ról.)
4 Ugyanott.
5 « V e r w e n d u n g s - L i s t e  d e r  Z ö g l in g e  f ü r  d e n  L e h r k u r s  1 8 2 1 /2 2 .»  Az itt 
idézett iratok a cs. és kir. közös Hadügyminisztérium levéltárában vannak.
(G e n ie -A k te n  1822. 16/178. jel alatt). Az említett Czermák József rövid 
katonai pályafutás után mint főhadnagy halt meg 1828-ban (1. G a t t i  i. mü 
I. köt. 722. lap.)
6 Ezt a bizonyítványt 1. a V 11. M e llé k le te n .
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MELLÉKLETEK.
I. B olyai Gáspár — B olyai Farkashoz.1
Bolya, 1803 január 9.
Édes Kedves Fiam!
Kolosvárrol 15-dik Decembris irt és hozzám bocsátott kedves Leve­
ledet ez follyo Januar 6-dik Napján annál nagyobb Atyai örömmel vet­
tem, hogy belölle nem tsak azt értettem meg, hogy Isten kedves Fele­
ségedet, Jó Menyemet szerentsésen megszabadilotta, hanem egyszersmind, 
ő Felsége egy ép szép és nagy Fiúval szeretett bennünket. — Áldott légyen 
az Úrnak neve érette, nevellye Isten maga Ditsőségére és mindnyájunk­
nak kívánt örömünkre. Már alig várom, érhessem abban is örömömet, 
hogy láthassam. De vallyon hogy beszéllyek vélle, és hogy töltsék időt, 
de meg tanít az ösztön: különben is Groff Tolditól sok[at] tanultam, 
hogy bánik az unokájával. Éppen ma is ő Nagyságánál lévén ebéden. 
Mint az öreg Groff szóllott az unokájához : kérdi az az Ifiu Groff Toldi
Sámuel. Hát már az Ur hogy beszél az Unokájával................. De ezt
ebben hagyván, tisztelem az Urat és az Asszonyt, tsokolom Susikádat, 
kedves Menyemet, ki minden betsületre magát annyival is inkább érde­
mesítette valamint mások előtt, úgy nevezetesen előttem is, hogy nekünk 
szerentsés szabadulásával egy ollyan tökélletes örömet hozott. El hiszem 
Pataki Ur Ötsémnek és Ifiu Aszszonynak, kedves Hugómnak, nem kü- 
lömben Lajinak kiket szívesen tisztelek, Lelkeket, sziveket megtöltötte a 
kis Atyafi örömmel.
A János nevet annyival inkább approbálom, hogy a Famíliánkban sok 
János volt, úgymint az Atyám nagyobb Testvére János volt, a nagy 
Atyám Gábor, annak attya ugyan János, annak György, annak György, 
annak megint János, annak Sigmond etc. Nb Megint 2-dik Jánosnak 
Felesége volt Almási Ilona. Jószága volt Hidalmáson, Kis Petiibe, mint 
régi Pielatoriával bizonyítani lehet. Kabos Gáspárnak egy levelével lehet 
bizonyítani, hogy régen egy Somborival osztozott.
Ennek a Bolyai Jánosnak több Bolyai Levelek között egy Testamen­
tuma van a kolosvári káptalanban, melly az Elenchusból ki tettszik Sub 
Littera B. Minthogy Széles Mihály Requisitor nékem jó Barátom volt,
1 Ez a levél nem csak a JÁNOsra való vonatkozása miatt érdekes, de 
azért is, mert a B. Gáspár gondolkodás módjának ismeretéhez adalék. 
(A Magyar Tud. Akadémia kézirattárából.)
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az ő Segedelme által sokszor akartam megnézni és kitanulni belőlle 
Continentiáját. De addig halogattam, míg ki fogytam az időből. A vala 
feltételem aránta. Ha valami hasznos dolgot tanulhatok belőlle Requisi- 
torium Mandatum mellett ki Írassam. Vannak ott a Kemény nevezet 
alatt is Bolyai Levelek; B. Kemény Simon Ő Excellentiájánál láttam 
rolluk az Extractust. Másoktól pro hic et nunc praetendálva. Jó lenne 
abba modot találni, hogy azt a Testamentumot lehessen meglátni és 
continentiáját ki tanulni. Ezt el se is mulasd most jó modod van benne 
az öreg ui által.
Én Fiam még élek, hanem ez előtt két héttel az erdőre menvén 
újra le estem a fájós oldalomra, és annyira fájt, hogy a Pleuritistól fél­
tem, de már könnyebben vagyok.
Antalt1 már rég nem láttam, Kakutsival valamely hasznos expeditio- 
ban van; Kápdébo Cridába esett és Sententia mellett ellene Executioba 
mentek. Szolgája nints, nem is kaphattam még eddig Szolgát Néki. 
Efféle bajod néked is lesz Domáldon. Én Fiam el rugoszkodtam volna 
oda, mert hallottam boraidban is sok kár esett, folyt mindenik, de né­
kem nem volt sémi modom benne. Félek nehezen distráhálhatod őket, 
mert ott kitsiny ára van a bornak, a mint hallom.
Groff Toldi tsak várja az ide való Fö Ispányságot le akarván mon­
dani a Közép Szolnok Vármegyei Fö Ispányságáról, de még nem jött le 
semmiféle Resolutio.
Az Ifiu Groff Toldi Sámuelnek már egy Fia és Léánya van.
Én a szölöbeli lakást oda hagytam, lejöttem az uj kö Házaimba, és már 
bennen lakom Antallal edgyütt sok költségünk után. Már tsak Tsürt 
tudnék épitettni. Maria bé állott szolgálónak Báró Miske Salkai udvarába 
jó fizetés mellett, nem tudom, hogy viheti ki Esztendeit. Szeretném hal­
lani, kitsiny Jánoskát ki tartotta kereszt Viz alá elhiszem arra Sokan 
találkoztak, de azon kötelességet leginkább szerettem volna Méltoságos 
Báró Kemény Simon és Méltoságos Groffnéja ő Nagyságoknak deferálni.
Ezzel Isten éltessen Édes Gyermekeim, többet ez úttal nem irok 
hanem a bé állott Új Esztendőnek minden részeit közönségesen szeren- 
tséltetem, és vagyok
Bolya  9-dik Jan. 1803. szerető Édes Atyád
Bolyai Gáspár m. p.
1 Másik f ia : Bolyai Antal, ki megyei h ivatalnok volt.
II. Bolyai Farkas föl jegyzése 1812-ből.
Született 1802. 15a X.-bris este 9 órakor.
Jánosnak gyermekkori allapotjából eszembe jutott holmi jegyzések, 
mellyeket teszek 9 esztendős korába.1 *
Tsetsemő korában oltvaros volt . . . .  (NB. jó forma de szerelmes s’ 
mérges ifjú asszonynak tejét szopta.)
Hét esztendős kora táján a’ Doctor holtszenes kenőt adott az oltva­
ros fejire tsászár szakáll théával (akaratom ellen az elsőt) hirtelen meg­
száradt az oltvar, nem sokára a’ szeme alá tumor cisticus lett. 9 esz­
tendős korába azon felin lévő álla alá golyva forma lett, múlik terpen­
tin olajas linimentum-volatileval.
Beteges nem [igenj volt.
Szopott 9 holnapig. Beszéllni járni kezdett úgy emlékszem másfél 
esztendős korában.
[................................................................................... 2
Négy esztendős korába esmerte a’ corpus geometricumokat: circu- 
lus, centrum, radius, Ellipsis, s’ a’ többi, sinus. — Egyszer asztalnál 
felkiáltott a’ pityókát szelvén: Hi Táti! mit kaptam; pityóka arcosnak 
pityóka sinussát —■ s’ helyes volt.
ö t esztendős korába a’ mint kementzét raktam azt mondja, hogy a’ 
kályhákat ki kellenék fordítani, hogy jobban lehetne seperni s’ mele­
gebb volna.
A’ tájba ház meszeléskor azt mondja hogy már a’ ház kissebb lesz . . .  
s’ utoljára a’ házba nem térünk el.
Olvasni kevés mutogatásra tsak nem maga tanult-meg hat esztendős 
kora táján.
7 esztendős korába, tanulni kezdett németül s’ musikálni. Geometriát 
s deákot 9 esztendős korába rajzolni tizedfél esztendős korába, de [az 
utóbbiban] 3 nem haladván félbe-maradt.
Most quartettekbe primot hegedül tactussa jó van s’ sebessége is 
nagy.
A’ tactusra tavaly tanítottam meg, büntetésül tévén ha meg nem 
tanulja azt hogy szőllőt nem eszik szüretkor.
A’ bassusba belé-szeretvén azt mondotta eggy Domáldi utón, hogy
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1 A feljegyzés korát még a papírra előbb más kéztől írott, következő 
dátum is mutatja: A g ro p o li, die 25-a  J u n i i  a n n i  iS lQ .
-  Itt 6 kitörült sor, melyeknek kibetűzése ugyan sikerült, de közlésük 
feleslegesnek látszik.
:t Bolyai János közbetoldása.
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ha lehetne ollyan nagy hegedűt tsinálni, mint a’ Korodi hegy, húrjai 
mint eggy láb ’s emberek tántzolnának rajta.
Ezen aetássába minden külső életbeli dologra ügyetlen, hátul öszve 
fogott kezekkel sétálva bandalog, a’ mig mi dolgozunk — ugyantsak a’ 
ki szabott orákon a’ kertbe dolgozik.
Geometriai formára szereti a’ tégla s kő darabokat súrolni, s’ sze­
reti a’ szép kőveket gyűjteni, s’ egy peggyesért1 kész a’ kert fenekéig 
futni. —
Tiz esztendős korába componálva s’ leírva találtam valami Adagio s’ 
Allegrokat, mellyekbe mind volt valami, nem tsak gondolat, méllyelske 
érzés is.2
fl 1 esztendős korába az Annya meg nem engedvén valamit — a’ 
kis konyhába a’ szolgálok közt monologizált igy —
Ha Király volnék az Anyámat megöletném s’ a’ tanítómmal nyársba 
huzatnám (még volt egy ollyan Király) s’ 9 esztendeig hagynám az ég 
alatt, hogy a’ varjak a’ fejin károgjanak. —
Azután a kertbe hátra ment s ’ imádkozott s’ béjött s’ az annyátol 
engedelmet kért -— s’ azt mondotta, hogy látta hogy öt hátba3 akarta 
rúgni.
Azután a szolgálókat megeskette a’ balgatásra, töllem megintettetvén., 
Rollam ugyanabba az indulatjába azt mondotta, hogy nekem rette­
netes nagy gyémánt koronát tsináltatna.]
Szinte 12 esztendős korába a’ palánkra, melly alatt van a kripta 
ablaka, azt irta: A’ boldogok lakhelye.
12 s fél esztendős korába már a’ Yega 2<ük darabjába a’ Conica sec* 
tiokat elvégezte s’ óra után mind madár fészek után mászott s’ gyö­
nyörűséggel nézte a veréb tojásokat.
III. B o lya i Farkas feljegyzése 1817-böl.
Boltjai János született r1802]. 1817be 13<ük Augustusba illyen ne- 
vendék: A’ tudományok’ s különösön a’ Mathesis tanulására nagy
1 Peggyes (v. Peggy) : kapócsont, bárány bokájából vagy térdéből való- 
csontocska, őt ilyennel peggyeseznek a gyermekek. (Szinnyei, Tájszctár 
II. k. 106. 1.)
2 A [....] közé foglalt sorokat itt, valamint előbb is B. János az ere­
deti kéziratban kitörülte. Kibetűzésüket dr. Kossutány Tamás, orsz. chemiai 
intézeti igazgató szakértői tanácsa tette lehetségessé. Innen kezdve végig 
a kézirat nyilván későbbi toldalék.
:í Kétes olvasás.
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hajlandósága van. A’ musikákba ’s különösön a hegedűbe virtuosus 
lehet. A’ rajzolásra is van egy kevés hajlandósága. A’ Poezisbe nem, 
vette semmi hajlandóságát észre. Meglehet, hogy ezután lessz. A’ nyel­
veket könnyen tanulja. Ezek mind természeti ajándékok. Szép itéla 
tehetsége van mind az emberek közt mind egyebekbe. Nem formátlan. 
Launicht, úgy hogy tanulásbeli kötelességét némelykor nem tellyesiti, 
némelykor igen tanul reggeltől estig, egéssége kárával is, mely hiba: 
arjdev ápav. Némelykor igen hypocondriakus némelykor igen levis, 
ollyan ókból is, a’ mit más nem lát. Szereti másokat secirozni, úgy 
hogy ritka emberrel nem jö öszve. Ez éretlenség. Némelykor engedet­
len kivált az annyának, mely a’ nevelés hibája. Mindazáltal megjobbit- 
hattya, ha akarja. Másokat nem rágalmazó, ha jót nem tud valakiről 
mondani, semmit sem mond. Nem hazug. Az igazságot nem engedi, a’ 
mely nem prudentia. Szánakozo, a mikor nem segíthet is. Háládatos.. 
Senkit hibájáért, nem utál. Jo szivü. Haragos a’ mig elfelejti a’ meg- 
bántatást. Nem fantlis.1
Itt vágynak hibák és jóságok, az Isten adgya hogy a’ hibák egy 
két esztendő alatt légyenek ellenkezők, a’ jóságok pedig maradjanak meg..
IV. Bolyai Ján os latin d o lgozata  1817-ből.
Stylus.'2
Ineuntis setas adoleseentise imprimis notatu digna. Tűm si viam 
ingressus s is 3 rectam longe prof'ecto in virtutis curriculo progredieris, 
licet vita brevis sit. Sin autem a via recta aberraris, et aliquandiu 
procul vagatus s is3 scopo, mox cum erroris conscius fueris, viam 
rectam non nisi quassivisse magna constabit industriä, atque nec summo 
studio múlta assequi potueris.3 Magnis forlunse adfectus muneribus 
adolescentulus afui, qui providi dei gratiä parentibus educatoribusque usus 
viam rectam ei jam initio ostendentibus, multo tarnen majoribus,4 horum
i Kanti, székely szó=bolygó eszű, féleszű, fancsalgó, tekergő (Czuczor- 
Fogarasi : Magyar nyelv Nagy Szótára II. k. 598.) a) horgas lábú, félszeg 
járású, bj féleszű. (Szinnyei : Tájszótár I. k. 542. 1.)
Bolyai J. írása 1817-ből. Később írta rá : A’ subscriptiobeli stylusom 
Bolyai János m. p. — A következő szakszerű megjegyzéseket dr. Geréb J ózsef 
szívességének köszönöm.
3 Ezen helyeken in g r e s s u s  er is , v a g a tu s  e r is , ill. p o te r is  volnának he­
lyesek. mert a megfelelő főmondatban f u t u r u m  i m p e r f e d u m  van.
4 Nem szabatos.
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priBceptis observantiam tribuens et recta titubasse 1 cavens via. Themi- 
stoclem minime tam fortunatum fuisse a Nepote traditum, quippe qui 
peradolescentulus e t 2 liberius vixit, et magis sui judicii fait, atque3 
a patre probatus fuisset: contra e a 4 mature ad sanitatem rediisse 
videtur, vitiaque magnis emendasse virtutibus; tantusque postfea] vir 
evasit, ut estate primus sua omnium respectu 'prudentise 4 Grajűm pone- 
retur. Quantus fieri vir tabs potuisset; nusquam si a via recta deerras- 
s e t : turn forte amore studioque justitiee eequitalisque laudis Aristidis 
sive Epaminondee compos fuisset. Praecipue itaque conandum :4 a vir- 
tute nec minimum aberrare.
V. B olyainé B enkő Z suzsanna — B olyai Jánoshoz.
Kolozsvár, 1811—18Ki.
Kedves Fijam!
Nagy örömet szerzek néked mert a Collektziodat szaporítom egy 
stufával melyet Bodor 5 Űrtől kaptam légy azért jo gazda a háznál gyújts 
nekem sok pénzt de úgy hogy a szilva ne apadjon mert szilva Íznek is 
kel néked egy szomorú újságot Írok itt egy fijutska a kútba holt mingyárt 
te jutottál eszembe hogy sokszor szollitottalak ne üly a kút gárgyájára 
képzelheted annak az szegény Anyának szomorúságát — Josi6 *frisen 
van köszönt én is Vajda1 Urat Kovátsérft] tisztelem vagyok
Édes fiÍam szerető Anyád
Benkő Zsuzsanna.
VI. B olyainé B enkő Z suzsanna — B olyai Jánoshoz.
Maros Vásárhely, 1818 deez. közepén.8
Édes Jo Fijam !
Ez a néhány rend tsak pótlékja az Édes Apád levelének, Néked 
szerentsés boldog Uj Esztendőt kívánok áldást a Mindenek Atyától a
1 Titubasse; recte titubare vagy ne titubem.
2 Az et felesleges.
3 Magis . . . atque (recte: quam).
4 Magyarosságok : contra ea, respectu prudentiae, conandum után inti - 
nitivus. Az utolsóban felszólító mondat volna a latinos.
5 Bodor Pál.
6 Pataki József, rokonuk.
Vajda Dániel, János első házi tanítója.
8 Ez a levél B. F.-nak egyik levele utolsó lapjára van írva, az üres fél­
oldalon. Az utóbbi levél többi része nincs meg.
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te fejedre, nevekedést a’ jóban, erősödést a Virtusban, Isten s emberek 
előtt való kedvességet remély Édes Fijam ! ez az erő lelkesítsen tégedet, 
a’ te ki-szabott Esztendejid észre vehetetlenűl el telnek; ’s mikor én is 
egy Derék Hazafit fogadok karjaim közzé, akkor a’ te éretted esdeklő 
Anyának könyei le-töröltetnek —• tsak jelen való kötelességedet telyesitsd ; 
ezt a rajzolásra s minden egyebekre nézve értem. Oh Édes Fijam! nem 
mindenkor van az embernek kedve sok dologhoz, de hozzá kel szok­
nunk jo idején azt tennünk a’ mihez telyeségel nints [kedvünk 4] igy 
gyakorlodik a’ mi virtusunk; mert a kötelesség akár mely keserű, édes­
séget hoz a’ szivbe; s nyugodalmat a lélekbe, hogy azt tette az ember, 
a’ mit kellett, tudósíts mihelyt ezen leveleket veszed, ha tsak lehet 
még az első postán, nyughatatlanságunkat tsendesitsd m eg; tavasz süt 
ha rollad jót hallok ; örökös tél borul előmbe az ellenkező esetbe. Szen- 
györgyi Urat igen szívesen tisztelem. Jakab Laji óhajtja leveledet én 
is nyughatatlanul várom válaszodat addig is az Én Istenem légyen Veled
tsokolván szerető Édes Anyád  
Édes Nagy Anyád hasonlóképpen.
VII. Bolyai János akadém iai uto lsó  bizonyítványa.
KIVONAT
a cs. kir. Mérnök-Akadémia VII. osztályú növendékeinek 1821/22. 
évre szóló alkalmazási-jegyzékéből.
Sorozati szám,: 2.
Név : Bolyai Bolyai János.
Tehetség_____ _ __________ ____kiváló.
Szorgalom _____ ____________ ... I.-rendű,
Előmenetel a tanulmányokban :
Eranczia nyelv.______________ .... I.-rendű.
Német fogalmazás ... ...... ....... .. ... I.-rendű.
Szépírás .... . ... _. _. .... ________ — jó.
Mathematika és algebra_________ I.-rendű,
Egyszerű geometria _  .___________I.-rendű,
Felsőbb geometria_______ ______ I.-rendű,
Mathematikai földrajz_______ ____I.-rendű,
Történelem___________ ___ ___... I.-rendű.







1 B. F. írásával beletoldva.
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Hittan_________ _______ _
Mechanika .... __ _ .......... .........
Kisérleli term.-tan _________
Helyszinrajz___________ _ _
Geometriai rajz _ _____ ....
„ , . . . .  I elm élet___Polqan epitestany r \ rajz _
Hadászat_ ____ „ .____.... ._. ._.
Erőditéstan_____ ________. _
Magaviselet _  ________ .... .... _
_  .„ I.-rendű, 
„. _  I.-rendű, 
.... I.-rendű, 
... _  I.-rendű.
___ I.-rendű.
_  _  I.-rendű, 
. _  I.-rendű.
___ I.-rendű,









Mérnök-Akadémia, 1822. szept. 6.
(P. H.)
*
Br. Herzogenberg Ágost s. k.,
cs. k. vezérőrnagy és a 
mérnök-akadémia igazgatója.
Jegyzet. A következő, 1822/23. év végén, mint mérnökkari tisztjelölt 
csekély eltéréssel, ugyanezt a bizonyítványt nyerte. Eltérések: Tehetség : 
igen jó, Német fogalmazás : I.-rendű, kitüntetéssel, Magaviselet: I.-rendű. 
Azonkívül külön Erőditéstan I. rész és II. rész: I.-rendű kitüntetéssel.
Calderoni  mű- és  t a n sz e r v á l la la t  r.-t.
Budapest, IV., Váci-utca 50.
Vetítőkészülék «Calderoni I»
Ezen készülék lámpa-szekrénye legjobb minőségű aezóllemezekből van 
készítve, eternit-béléssel és kitűnő szellőztető szerkezettel van ellátva, 
120 mm. átm. kettős megvilágitólencsével (Kondensor), hajtócsavnrrál ellátott 
objektív-foglalattal, egy ebbe illő kitűnő vetítési objektivvel, a finom beállítás 
részére szolgáló mikrométer-csavarral és tolószerkezettel ellátóit kettő* kép­
váltó kerettel van felszerelve. A kondensor-lencsék a lámpatarló szekrényen 
kívül vannak elhelyezve és a lencsék közt felmelegedő levegő a kondensorl 
tarló cső felső részén levő és egy kis fedővel borított nyilason ál lávozhatik. 
A kondensor mögött egy kali-üvegből készített védőlemez van elhelyezve. — 
A készülék, mely egy áttört vastalapzatra van felszerelve, leljesen fémből van 
készítve. — A bronzból készített objeklivet tartó előrósz egy mikrometer- 
csavar segélyével magasabbra és mélyebbre állítható. Az oldalajtóval és:-bár­
sonyból készüli fónyelzáró-függönynyel ellátott készülék ára fenti felszerelés­
sel lám pa nélkül K 260.—
OÁTI-félc barretter. Csak középiskolák részére egy plalina-barreltér állvánvnyal 2 0  korona. Bővebb leirással'és a
barretlerre vonalko/ó ezikkek különlenyomatával Magyarország részére szíve­
sen szolgál Gáli B éla, Budapest, VII., D ainjanich-utcza ÍÍ7.
A Gáli-barreltert Németországban Hans Boas, Berlin, Krautstrasse 5'?., Angliád 
ban Hobt VV. Paul, Nevv-Soulligale, London N., Francziaországban Zivy et Co, 
Boule>ard Magenta 2*. Paris, Oroszországban 0. Richler pers de l’amiraute 
No 4. St. Pelersbourg, képviseli. A legáltalánosabb és legelterjedtebb váltakozó 
áramú mérőeszköz és demonstrácziós készülék a gyenge áramú elektro­
technikában s e mellett a legmodernebb és legolcsóbb is.
Vetítőkészülék «Calderoiil I. H.»
Ezen készülék, mely ugyanolyan szerkezetű mint a túloldali, egy általunk 
szerkesztett hűtővel van még elíátva, mely a megvilágító lencsék közé van 
igtalva. — Ezen felszerelés vetítő készülékünket a legtökéletesebb ilynemű 
készülékké avatja. Ára lám pa nélkül K 3 5 0 .—
A velitőkészülékeinkhez felszerelt hajtócsavarral ellátott objektiv fog­
lalatba tetszés szerinti 6 különféle gyúlávolságu vetítési objectivet lehet 
elhelyezni, melynek gyútávolsága Ilit), 200, 230, 310, 353, 405, mm. — 
Minden készülékhez a fentjelzett árban csak egy darab ilyen vetítési objektiv 
tartozik. — Minden további objektiv ára darabonként K 2 4 .—
Vetítőkészülékeink a merőleges és vízszintes síkban végbemenő vetítésié, 
valamint mikroskopikus vetítésre is, úgyszintén színképek, interferenciális 
tünemények, fényelhajlási, fénysarkitási és kettős törési kísérletek stb. vetí­
tésére is alkalmasak. Ezen meilékeszközökrői addig is, inig az ezekről szóló 
külön árjegyzékünk meg fog jelenni, kívánatra szívesen küldünk részletes 
költségvetéseket. Vetítőkészülékeinket — melyek a legtökéletesebbek— tetszés 
szerinti fényforrással, u. m. villamos ívfénynyel, mészfénynyel, acetilénnel, bor- 
szesz-izzófénynyel stb. szállítjuk.
E lek trom os ív ló m p a
legjobb minőségű és felette erős 
szerkezetű (mellékelt ábra szerint) 
mely hajtócsavarok segélyével 
minden irányban könnyen moz­
gatható, HO—220 volt feszült­
ségű egyen- vagy váltóáramhoz,
5—50 Ampere áramerősségig hasz­
nálható. Ára K 1 2 0 .—
E lek tro m o s ív lá m p a
egyszerűbb és könnyebb szerke­
zetű. Ára K 90 .—
B o rszesz -izzó fcn y lá m p a  légsűrítővel ellátva, mely 300 gyertya­
fény erejű világítást szolgáltat. Ára teljesen felszerelve K 5 0 .—
H árom lábú  a sz ta lá llv á n y , mely hajtócsavar-szerkezet segé­
lyével magasabbra és mélyebbre állítható, felső lapja pedig a vetítőkészülék 
által esetleg megkívánt szög alá, illetve ferde állásba hozható. Ára K 1 1 0 .—
V etítési ern y ő  finom vászonból 200 cm. négyzetben, gyűrűkkel 
ellátva. Ára K 8 .—
E r n y ő -á llv á n y  fenti ernyő részére, mely könnyen és gyorsan 
szétszedhető. Ára szekrényben A 30.—
V etítési ern y ő k  zsinórral felhúzható szerkezettel. — Ezen ernyők 
legczélszerübben a falra erősítendő 2 vastámaszra szerelendők, azonban 
bárhová, esetleg közvetlenül a falra is felerősithetők. — Az ernyők árai 
a következők:
200 240 300 3(i() 420 480 cm. négyzetben
Ára 4 5 .— 6 5 .— 90 .— 145.— 200.— 240.— korona.
Calderoni m ű-és íanszervállalat részvénytársaság, Budapest, IV., Váci-utca 5 0 .
Részletes nagy árjegyzék vetítőkészülékeinkről m unkában  van.
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Lap
RiESZ frigyes : Integrálható függvények sorozatai (Első közlemény) --- 165
korda dezső : Evariste Galois emlékünnepe — — — — — 183
suták József: Az elektrodinamika alapegyenleteinek megoldási módszereiről 
(harmadik és befejező közlemény) __ _ — — — — — — 192
A M athem atikai és P hysikai Lapok év en k én t 8, legalább 3  ív n y i 
füzetben  jelennek  m eg , m ég p ed ig , a  nyári h ó n a p o k  k ivételével, m in ­
d en k or a hó m á so d ik  leiében. A z eg ész  évfolyam  2 4 —30 ív  terjed elm ű  
le sz . E lőfizetési á r a  10 korona. A  M atliem atikai é s  Physikai T ársu la t  
tag ja i tagsági d íjuk  lejében kapják.
T ársulati m on d an iva lók . A tizenkilenczedik társulati év 1910 január 
1-én kezdődött.
A tagsági díj (Budapesten 10 korona, vidéken 6 korona (az Alapszabá­
lyok VII. 12. §-a szerint az év első negyedében esedékes. Kérjük t. Tagtársain­
kat, szíveskedjenek a tagsági díjat a társulat pénztárnoka : Lévay Ede főgymna- 
siumi tanár (VI., Nagy János-utcza 37.) czimére beküldeni. A múlt évekről 
hátralékban levő t. Tagtársainkat sürgősen kérjük a tagsági díj beküldéséért.
A Math, és Phys. Lapok I. és III. évfolyama már csak nehány teljes 
példányban van meg és csak az egész sorozat megvételével szerezhető be. 
Az I. kötet ára 10 korona, a többieké 6—6 korona.
Az első és harm adik évfolyam  első füzetjét két-két koro­
nával váltjuk be.
R endes ü lé se k . A társulat üléseit rendszerint minden hónap első és 
harmadik csütörtökén tartja a tud. egyetem physikai intézetében (VIII., Eszter- 
házy-u. 3), d. u. 6 órakor. Az előadások tárgyát — egy mathematikai és egy 
physikai tárgy — 2—3 nappal az ülés előtt a napi lapokban kihirdetjük.
A tagajánlások a társulati ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok 
Kövesligethy Radó ügyvivő titkár czimére VIII., S án d or-u tcza  8. intézendők.
A folyóirat szellemi részét illető küldemények (czikkek, feladatok, kérdé­
sek, stb.) a szerkesztőkhöz küldendők ; a mathematikai tárgyúak Rados Gusztáv, 
IX ., F eren cz-k ö rú t 38. sz., a physikai tárgyúak pedig Kövesligethy R. 
czime alatt. A reclamatiók, czímváltozások a pénztárnokhoz intézendők.
Igen tisztelt munkatársainkat értesítjük, hogy a választmány határozatá­
ból a szokott 25 különlenyomatot ezentúl üres borítékkal adjuk; nyomtatott 
borítékot csak külön kívánságra, a megfelelő nyomdai költségek felszámítá­
sával adhatunk.
0t f ~  X  rec la m a tió k , cz ím vá ltozások  a p én ztárn ok h oz in tézen d ő k .
INTEGRÁLHATÓ FÜGGVÉNYEK SOROZATAI.
(Első közlemény.)
B e v e z e té s .
Sur les systémes orthogonaux de fonctions ez. dolgozatom­
ban1 mondtam ki és bizonyítottam be először azt a tételt, 
melyet a jelen dolgozat 5. fejezetében ismertetek és a mely 
köré a jelen dolgozat összes fejtegetései csoportosulnak. A tétel 
leglényegesebb pontja a következő: Ha aí (x), a2 (x) , . . .  az 
(a, b) számközön értelmezett, valós függvényeknek normált, 
orthogonális vagyis olyan sorozata, hogy
a szerint, a mint i ~ j ,  ha továbbá ct , c2, . . .  a valós szá­
moknak olyan sorozatú, melyre 1  c\ összetartó, akkor van  
olyan négyzetével együtt L e b e s g u e  szerint integrálható2 $ (x) 
függvény, hogy minden i-re
1 Paris, Cornptes Rendus, 11 mars 1907. L. még Über orthogonale 
Funktionensysteme czímű dolgozatomat: Göttingen, Nachrichten 1907. pp.
2 Az integrálfogalomnak Lebesgue szerint való értelmezése tételünk 
érvényességének elengedhetetlen föltétele ép úgy, mint a hogyan például 
az arithmetika vagy az algebra egyes tételeinek érvényességéhez nélkülöz­
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A tétel alkalmazhatósága különösen nyilvánvaló a függvény- 
analízis azon problémáinál, melyek természetszerűen vezetnek 
egy orthogonális függvényrendszerhez ; ilyen problémák például 
azok, melyek egy-egy első vagy másodfajú lineár integrálegyen­
lettel függnek össze. 1 A tétel alkalmazási köre azonban sokkal 
tágabb. A tétel ugyanis tökéletes kapcsolatot létesít az össze­
tartó négyzetösszegű, megszámlálhatóan végtelen sok változó 
elmélete és a függvény analízis megfelelő feladatai közt. Ennek 
a legutolsó néhány évben hatalmasan kifejlődött elméletnek2 
minden egyes eredménye egy tetszésszerinti normált, orthogo­
nális, teljes függvényrendszer közvetítésével tételünk alapján 
egy egy, a négyzetükkel együtt integrálható függvényeket illető 
eredménybe vihető át.3
Ezen az alapgondolaton épült föl a tételnek az az első 
bizonyítása is, melyet idézett dolgozatomban vázoltam. Föl­
használtam ugyanis azt a tényt, hogy a megszámlálhatóan 
végtelen sok változó analízisének egy, az orthogonális szub-
1 L. E. P ic a r d  : Quelques remarques sur les equations integrales de 
premiere espece et sur certains problémes de Physique mathématique, 
Paris, Gomptes Rendus, 14 juin 1909; Sur les equations intégrales de 
premiere espece, C. R. 28 juin 1909; Sur un théoréme generál rela tif 
aux equations intégrales de premiere espece et sur quelques problemes 
de Physique mathématique, Palermo. Rendiconti, t. XXIX (1910). G. L acrt- 
cei.la : Süll’ equazione integrale di l e specie, Roma, Rendiconti Accad. 
dei Lincei, vol. XVIII., Serie 5a (1909) pp. 71—75.
2 D. Hilbert : Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen In­
tegralgleichungen, 4. u. 5. Mitteilung, Göttingen, Nachrichten 1906, pp. 
157—227, 439—480 ; továbbá H ellinger, Toeplitz, Schmidt, H ilb, W eyl stb. 
dolgozatai.
3 F. R iesz : Über orthogonale Funktionensysteme, 1. cit.; Sur les systé- 
mes orthogonaux de fonctions et l’équation de Fredholm, Paris, Comptes 
Rendus, 8 avril 1907 ; Sur une espece de géométrie analytique des fonc­
tions sommables, G. R., 24 juin 1907; M. Fréch et  : Sur les ensembles de 
fonctions et les operations linéaires, C. R., 24 juin 1907; Essai de Géo­
métrie analytique ä une infinité de coordonnées, Nouvelles Annales, S. IV., 
t. VIII (1908), pp. 91—116, 289—317; M. Plancherel : Note sur les équa- 
tions intégrales singuliéres, Pavia, Rivista di Fisica, Matematica e Scienze 
Naturali 1909, pp. 37—53; Über singuläre Integralgleichungen, Mathe­
matische Annalen, Rd. 67, pp. 515—518.
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sztituczió megfordítását illető, szép eredménye alapján a tétel 
bármely ortliogonális függvényrendszerre érvényes, ha csak ér­
vényes egyetlenegy teljes rendszerre. Teljes a rendszer, ha nin­
csen olyan függvény, melynek négyzetintegrálja 4=0 és a mely 
a rendszer minden függvényére orthogonális. Ilyen rendszert 
alkotnak például a (0, 27t) számközön az
1 1 1 . 1 a 1 .- r__, ■■__cos x, ■ v -  sin x, —— cos ü2x, - = s m ü2 x , . . . ,
y  Hk y  ti y  Tr y  n y  n
a FouRiER-féle soroknál szereplő függvények; úgy hogy vég­
eredményben a tétel bebizonyítása arra redukálódott, hogy az 
összetartó négyzetösszegű együtthatókkal formálisan képezett 
FouRiER-féle sor számára valamely összegező eljárást találjak, 
mely azután az illető együtthatókhoz tartozó függvényt szol­
gáltassa. Két ismert eljárásra sikerült megmutatnom, hogy az 
adott esetben czélra vezetnek. Az egyik a RiEMANN-féle: a sor 
formális integrálása, az integrálfüggvények összegezése és az 
összegfüggvény differencziálása; a másik pedig a
oo
2  rn (an cos n<p-\-bn sin n<p)
n = 0
harmonikus függvény az r =  1 körön való határértékeinek 
képezése.
Kevéssel a tételre vonatkozó első dolgozataim megjelenése 
után F is c h e r , a ki a tételt tőlem függetlenül ismerte föl, annak 
egy új, egyszerű és érdekes bizonyítását közölte.1 F is c h e r  a 
tételt mint a 6. fejezetben ismertetendő tétel egy esetét fogja 
föl; ez a tétel egyébként, bár tételünknél bizonyos tekintet­
ben általánosabb, arra könnyen visszavezethető. F isc h er  bizo­
nyítása különben lényegben úgy jellemezhető, hogy ő L ebesgu e  
egy kevéssé ismert tételének alkalmazásával megmutatja, hogy 
a RiEMANN-féle eljárás (integráczió, összegezés, differencziálás)
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bizonyos a FouRiER-féle sorokat felölelő általánosabb sortypus- 
nál is czélra vezet.
Jelen dolgozatban a vázolt eredményeket új világításban 
mutatom be. Különösen két, itt még föl nem említett fogalom 
játszik majd fontos szerepet. Az egyik a négyzetükkel együtt 
integrálható függvények osztályára értelmezett lineáris függ- 
vényoperáczió fogalma. A lineáris függvényoperáczióról a
4. fejezetben bebizonyítom azt a különösen a függvénytransz- 
formácziókról később közlendő vizsgálataimban fontos tételt, 
hogy annak értéke mindig m int egy csupán az operáoziótól 
függő függvény és az operáczió tárgyát képező függvény szor­
zatának integrálja állítható elő. Ebből a tételből, mely külön­
ben tételem segítségével ugyancsak a végtelen sok változó 
analízisének egy megfelelő eredményéből i s 1 származtatható, 
könnyen következik a FiscHER-féle és vele az abban foglalt 
specziálisabb tétel is. A másik fogalom, mely a teljesen foly­
tonos függvényoperácziók vizsgálatánál játszik döntő szerepet, 
az integrálra (egyszerűen) való összetartás fogalma (7. fejezet). 
Erre nézve többek közt egy a BoLztNo-WEiERSTRASs-féle tételhez 
hasonlító létezési tételt származtatok, melyből a FiscHER-féle 
tétel ismét nagyon egyszerű módon következik. Talán fölös­
leges is már kiemelnem, hogy ez a tétel ismét csak származ­
tatható úgy is, hogy első tételünket a végtelen sok változó 
analízisének egy megfelelő eredményével kombináljuk.
A jelen dolgozatban alkalmazott módszerek egymáshoz való 
viszonya különösen akkor domborodik ki, ha eredményeinket 
olyan [Z>] függvényosztályokra akarjuk kiterjeszteni, melyekre 
\f{x)\r integrálható. Ha p >  1, úgy ezen módszerek segítségé­
vel összes eredményeink — a dolgozat élén álló tétel kivéte­
lével — megfelelő értelmezéssel az [/>] osztályra átvihetők. 
A mi azonban a megszámlálhatóan végtelen sok változó ana­
lízisével való kapcsolatot illeti, az a mint p + 2 , már csupán
1 E. H ellingek u . 0. T o epu tz  : Grundlagen für eine Theorie der un­
endlichen Matrizen, Göttingen, Nachrichten 1906. pp. 351—355.
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az analógiára szorítkozik és az analog eredmények többé 
egymásba közvetlenül át nem vihetők.
A dolgozatunkban ismertetett eredmények egyébként kiter­
jeszthetők több változó függvényeire is ; 1 kiterjeszthetők továbbá 
valós változók komplex függvényeire is, mindenesetre csak 
olyképen, hogy a négyzet helyébe az abszolút érték négyzete 
lép és az orthogonalitás is ennek megfelelően úgy értelmez- 
tetik, hogy az egyik függvény és a másikhoz konjugált függ­
vény szorzatintegrálja 0. Erre az utóbbi, semmi nehézséget 
nem okozó általánosításra egy következő alkalommal lesz külö­
nösen szükségünk, a midőn majd az általános lineáris integrál­
egyenletrendszer tárgyalásával kapcsolatosan egy a Fredholm- 
féle egyenlet általánosítását képező 1 komplex paramétertől 
függő függvényegyenletet vizsgálunk.
1. E gyen lőtlen ségek  és in tegrá lhatóság i tételek.
Jelentse [£,*] azon az (a, b) közön értelmezett függvények 
összességét, melyek négyzetükkel együtt Lebesgue szerint in­
tegrálhatók.
A
[ f o i b i T ^ i a ?
i = l  i=1 i =  1
Cauchy-féle egyenlőtlenség segítségével az integrál értelmezé­
séből könnyen következik bármely két az [L2] osztályba ta r­
tozó f(x). g(x) függvényre az f(x )g (x )  szorzat integrálható­
sága és az
L J  f f r )  <J te) á  /  [/'te)]‘(tej [ g  te)]*íte, (1)
an an srn
az (a, b) köz bármely mérhető ült részhalmazára érvényes 
Schwarz féle egyenlőtlenség. A szorzat integrálhatóságából 
következik azután, hogy az [L2] osztályba tartozó függvények
1 L. pl. idézett dolgozataim közül a Sur les systémes orthogonaux de
fonctions et Vequation de Fredholm, czíműt.
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bármely homogén lineáris kapcsolata is az [L1 2] osztályba tar* 
tozik. A ScHWARZ-féle egyenlőtlenség alapján könnyen szár­
maztatjuk a lineáris kapcsolat négyzetintegráljának értékelésére 
szolgáló
[ j  [ 2  ('ifi 0»)]2 d x f  É  2  I Ci I [ /  ifi 0*01 *dxj (í)
3J1 1=«' »=1 51}
egyenlőtlenséget. A (2) alatti egyenlőtlenség speczíális esete 
(n = 2 ; ct= c t = 1 ; f1{x)= f{x)~g{x), fi (x)=g(x)) az
[ / [f(^)-ry (a;)] *Ä»]* ^  [ /  [f (£C)] -  [ / i g i x y fd x }  )3>
SW- 3J1 TO
egyenlőtlenség.1
2. In tegrálható  fü ggvén yek  sorozatai. A határfüggvény  
in tegrá lh atóságán ak  föltételei. A lkalm azások.
Ha az (a, b) közön értelmezett /', (x), (x),. . .  függvények
mérhetők és az {fi(x)} függvénysorozat általában, vagyis leg­
feljebb egy 0 -mértékű halmaz kivételével, az f(x) függvény 
felé konvergál, akkor ez az utóbbi függvény is mérhető.2 Ellen­
ben az fi(x) függvények integrálható voltából még nem követ­
kezik, hogy az f(x) határfüggvény is integrálható.
A határfüggvény, illetőleg a függvénysorozat integrálható­
ságának azok a kritériumai, melyeket maga L,EBESGUE*fejtett ki, 
ezen dolgozat czéljaira túlszűkeknek bizonyultak. Lebesrue leg­
általánosabb kritériuma, melyben a többi bennfoglaltatik, föl­
teszi egy integrálható majoráns függvénynek, vagyis egy olyan 
pozitív integrálható függvénynek a létezését, melynél (abszolút 
értékre nézve) a sorozat egyetlen függvénye seholsem (illetőleg 
legfeljebb egy 0-mértékű halmazon) nagyobb.3
Dolgozatunk czéljaira nagyon használhatónak bizonyul a
1 L. E. F ischer : Sur la convergence en moyenne, 1. cit.
2 H. Lebesgue : Lépőm sur l’intégration etc. p. 111.
3 H. Lebesgde: Sur la méthode de M. Goursat pour la resolution de 
Vequation de Fredholm, Bulletin Soc. Math., t. 36 (1908), p. 11.
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következő tétel, mely azonkívül, hogy a határfüggvény integrál- 
hatóságának egy elegendő kritériumát adja, egyszersmind meg­
engedi a határfüggvény integráljának egy, bár nem pontos, de 
sok esetben kielégítő lebecslését.
Ha a nem negatív, integrálható fi(x) függvények sorozata 
általában az f  (x) függvényhez tart és ha e mellett létezik 
olyan G szám, hogy valamennyi fi(x) függvényre
b
j  fi (x ) d x  iS G,
a
akkor az f(x) függvény is integrálható és
b
j  f(x) d x ^  G.
a
Ezt a tételt — kissé más formában — először Fatou fogal­
mazta meg és bizonyította be és pedig azzal a, mint látni 
fogjuk, fölösleges megszorítással, hogy az fi(x) függvények 
határoltak; az f(x) függvény határolt voltát azonban Fatou 
sem tételezi föl. 1
Egyébként tételünket úgyis fölfoghatjuk, mint tetszésszerinti 
integrálható függvényekre vonatkozó tételt, a melyek tehát 
nincsenek a «nem negativ» föltételnek alávetve; azonban ebben 
az esetben az /j (x) és f{x) függvények abszolút értékeinek
b
integráljai szerepelnek; természetesen f  \f{x)\ dx  megbecslése 
a fortiori \ j f ( x )d x \  megbecslését is szolgáltatja.
a
Mielőtt a tételt bebizonyítjuk, előre bocsátjuk a következő 
megjegyzést: Minden mérhető függvény, ha egyszersmind hatá­
rolt is, okvetlenül integrálható; ellenben a nem határolt mér­
hető függvények nem mindig (mondhatnánk: általában nem) 
integrálhatók. Annak a föltételét, hogy valamely mérhető nem 
határolt függvény integrálható, valamint integráljának értel­
1 P. Fatou : Series trigonométriques et séries de Taylor, Acta Mathe- 
matica, t. 30, p. 375.
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mezését sokkal egyszerűbben fogalmazhatjuk meg. ha a hatá­
rolt függvényekre értelmezett integrál fogalomból indulunk ki, 
mintha csupán a mérhető halmaznak és mértékszámának fogal­
mát veszszük alapul. Ha O d  és f(c, d; x) jelenti az
c f(x )> c ,
f(c, d ; x) — f(x) d ^ f  (x) ^ c ,  
d f{ x ) c d ,
előírások által értelmezett f  (a?)-szel egyidejűleg mérhető, de 
mindenesetre határolt függvényt, akkor f  (x) integrálhatóságá­
nak föltétele a
b
lim í f(e, d; x )d x
C = + ~  a
d — — oo
határérték létezése; egyszersmind ez a határérték értelmezi 
az fix)  függvény integrálját. Nem negatív függvény esetén ez 
a határérték azonos a
b
lim J f(c, 0 ; x) dx
c= "  a
éitékkel.
Tételünket ezek után a következő módon bizonyítjuk b e : 
Az fi{c, 0: x) függvények általában az f  (c, 0; x) függvényhez 
konvergálnak. Mivel továbbá az f t (r, 0 ; x) függvények összes­
ségükben határoltak és igy L e b e s g u e  kritériuma alkalmazható, 
azért
b
j  f  (c, 0 ; x) dx  =  lim J fi (c, 0 ; x) dx  ^  G,
a * = “
és pedig c minden értékére. Vagyis
b
J  f(c, 0; x )d x
a
c-nek monoton, G-nél sehol sem nagyobb függvénye. Tehát a
b
lim f f(c, 0 ; x) dx
C=" n
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határérték létezik, ^ G ;  ennélfogva f(x) integrálható és inte­
grálja g  G.
Alkalmazzuk tételünket a {f/i (.«)} függvénysorozatra, melyről 
fölteszszük, hogy négyzetükkel egyetemben integrálható függ­
vényekből áll, hogy ezen függvények négyzetintegráljai mind 
i í  egy Gi számnál; és végre hogy a függvénysorozat általá­
ban (vagyis legfeljebb egy 0 -mértókű halmaz kivételével) egy 
g (x) függvény felé tart. Akkor tételünk szerint a {g{x)]i‘ függ­
vény integrálható és
/  íg ( X ) ]h ix ^  G*.
a
Maga a g (x) függvény mérhető függvények határfüggvénye, 
tehát szintén mérhető függvény; és mint ilyen, minthogy négy­
zete integrálható, maga is az.
Meg fogjuk mutatni, hogy bármely az [Xs] osztályba tar­
tozó h (x) függvényre
b b
I g (x) h (x) dx — lim J gt (pc) h (x) dx. (4)
a »=“  a
Jelentsen c tetszésszerinti pozitiv számot. Mivel a e|&(£c)| 
függvény, mely az összes
gi(c, -  c ; x)h{x)
függvények majoráns függvénye, integrálható, azért Lebesgue 
kritériuma alapján
b
lim j [g(c, —c; x)—gi(c, — c, a?)] h (x )d x  =  0. (5)
Jelöljük 3Jíc-vel, ill. 91íc> j-vel a [\g (x) | >  o], ill. [\g i(x)\>  c]
halmazokat. Mindkét halmaz mértéke < - ir . A ScHWARz-féle
C"
és a (2 ) alatti egyenlőtlenségek alapján tehát 
í>
[ J [g {x)—g {c, —c; a;)] h (x) d x f  ^
a





[ j  [</i (se)—<ji (c, — c ; x )] h (x) dxY  4 G2 j  [h (x)]-dx. (7)
a  9flc. i
Jelentsen e tetszésszerint kicsiny pozitív számot. Határolt 
h(x) függvény esetén triviálisan kéznélfekvő, ellenkező esetben 
pedig az integrál fenti értelmezéséből könnyen következik, 
hogy ha csak c-t elegendő nagynak választjuk, úgy mindenQ
olyan halmazon, melynek mértéke í í —% , a [h (íc)]® függvény
G
integrálja < e . Jelentsen c ilyen elegendő nagy, meghatározott 
értéket. Az (5) alatti határegyenlőség folytán akkor megadható 
olyan k szám, hogy minden i> k -ra
b
[ j  [g (c, —c ; x)—(ji (c, —c ; x)} h (x) d x f  <  e. (8 )
(6 ), (7) és
az
(8 )-ból a (2 ) alatti egyenlőtlenség alapján, mivel még
f [h{x)]*ch. < s, f [h (xY/dx <  s,
Sic. i
b
[ /  [g («)] h (x) d x f  <  (1 +  4G)"2e
a
minden i> k -ra érvényes egyenlőtlenség és ezzel a (4) alatti 
határegyenlőség is következik. 1
1 A (4) alatti határegyenlőség különben Vitali egy tételének alapján, 
mely konvergens sorok tagonkint való integrálhatóságának föltételét szabja 
meg, szintén könnyen igazolható. Vitali tétele szerint a konvergens sor 
akkor és csak akkor integrálható tagonkint minden rézhalmazon, ha min­
den pozitív g számhoz megadható olyan pozitív <j, hogy ha csak az 
(at , í>t) , . . . ,  (ak, bk) közök hosszainak összege <S, úgy bármely részlet­
összegnek e közökön vett integráljainak összege abszolút értékre <g.
Vitali tételét csak h a tá ro lt függvényekre fogalmazza m eg és bizonyítja 
b e ; ez a megszorítás azonban épen nem  lényeges és a  bizonyításból 
könnyen kiküszöbölhető.
Annak a ténynek a bebizonyítására, hogy a g (x ) határfüggvény az [Zä] 
osztályba tartozik, Vitali kritériuma természetesen nem alkalmazható.
G. Vitali: Suli’ integrazione per serie, Paleimo, Rendiconti, t. 23. 
(1907), pp. 137—155.
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Áll tehát a következő tétel:
Ha a négyzetükkel együtt integrálható gi{x) függvények 
általában a g (x ) függvényhez konvergálnak és ha van olyan 
G szám, hogy valamennyi gi(x) függvényre
b
j  [;9i {x)fdx -H G \
a
akkor a g (x) függvény is négyzetével együtt integrálható, négy­
zetintegrálja szintén Aj G2 és minden az [L2] osztályba tartozó 
h (.x) függvényre
b b
J  g (x) h (x) dx =  lim J gt (x) h (x) dx.
a í = ~  a
Konvergenczia-kritóriumunknak egy másik alkalmazása, me­
lyet a legközelebbi fejezetben használunk föl, a következő:
Legyen f(x) az (a, b) számközön értelmezett, négyzetével 
együtt integrálható függvény. Oszszuk az (a, b) közt mn tetszés- 
szerinti részre; jelöljük az oszlópontokat rendre x 0 =  a, .r, , 
x 3, . .  . ,  Xmn-u x mn= b-\e  1. Értelmezzük a <pn{x) függvényt y 
következő előírással
j sck+1
<Pn (x) =  -- -------—  /  fiy) dy.
Xk+1— Xic X £k
( x k <L x  < x k , g
Akkor
b b b




j  [<Pn(x)fdx^ j  [f(x)]*dx. (9)
a a
Legyen {»„(«)} az így értelmezett függvénj*ek végtelen soro­
zata; az értelmezésükre fölhasznált beosztásokról csak azt 
teszszük föl, hogy növekvő n-nel az összes közök tetszésszerint 
kicsinyek lesznek. Akkor
f  (x) =  lim tpn (x)
n =  oo
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legfeljebb egy O-mértékű halmaz kivételével, t. i. okvetlenül 
minden olyan helyen, melyen f(x)  integrálfüggvényének diffe- 
rencziálhányadosa.
A zt állítom, hogy
b b b
lim J [f(x)—<pn (x)fdx  =  j [f{x)]^dx— lim ) [<pn {x)\*dx =  0 .
« = “  a a n = ”  a
Ugyanis (9)-ből azt látjuk, hogy a <pn (x) függvények négy­
zetintegráljai véges felső határ alatt feküsznek. Ennélfogva, ha 
állításunk helytelen, akkor az
b
j  f y n W d x
a




Vagyis a {<pn (x)} sorozatban foglaltatik olyan {tpí, (x)) soro­
zat, melyre
b b
lim J [tpn (x)]*dx =  K  j  [f(x)]\lx.
« = “  a a
De a (p%{x) sorozat is általában f(x) felé tart és így kri­
tériumunk alapján az következnék, hogy
b b
j  íf  (íc)]z(Ííc^  I <  f  [f(x)]*dx;
a a
vagyis föltevésünk ellenmondásra vezet.
Az imént bebizonyított tételnek, mely egyébként a L eb esg u e- 
féle integrálfogalomnak egy H ellin ger  által alkalmazott érdekes 
integrálfogalommal 1 való kapcsolatát állapítja meg, fontos 
korolláriuma a következő, az integrálfogalom értelmezése és a 
mérhető halmazok sajátságai alapján közvetlenül is könnyen 
bizonyítható té te l:
1 E. Hellinger: Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von 
unendlich vielen Variablen, D issertation , Göttingen 1907.
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Ha f(x) az [Xa] függ vény osztály tetszésszerinti függvénye, 
o pedig valamely tetszésszerint kicsiny pozitív szám, akkor 
van olyan <p (x) függvény, mely csupán az (a, b) köz véges­
számú rézközén vesz föl közönkint különböző értékeket és a 
melyre
b
J  [ f { x ) - f  {x)]Hx <  d.
a
3. Annak az eldöntése, vájjon egy  m egadott függvény  
határozatlan  integrálja-e az [X2] osztály valam ely  fü gg­
vén yén ek  ?
Tudjuk, hogy annak a megítélésére, vájjon egy megadott függ­
vény határozatlan integrál-e, Lebesgue vizsgálatai alapvetők. 
Ránk nézve döntő fontosságú a következő kérdés, mely az 
előző fejezet végső eredményeihez csatlakozik: Miképen ismer­
hetjük föl, vájjon egy megadott F (x) függvény határozatlan 
integrálja-e egy az [X2] osztályba tartozó függvénynek; más 
szóval, hogy létezik-e olyan az [X2] osztályba tartozó f(x) 
függvény, hogy minden $-re
/  f(x) dx  =  F($)—F (a).
Ha van ilyen f{x) függvény és <pn (%) az előző fejezetben 
értelmezett, az f(x) függvényhez tartozó, az (a, b) köz bizo­
nyos fölosztásának megfelelő függvény, akkor (9) szerint
nin—iV lF(xk+i)—X f e )]2
k=0 ffijc + l &k
=  J  [<pn { x ) fd x ^  j  [f (x)]*dx.
Hogy tehát az f(x) függvény létezzék, ahhoz mindenesetre 
szükséges, hogy a
m— 1
V  [F(xk+1)—F(xk)]* ^
összeg egy a részközök számától és általában a fölosztás mód­
jától független határ alatt feküdjék.
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Megmutatjuk, hogy ez a szükséges föltétel egyszersmind, 
elegendő is.
Jelentse G2 a felső határt, melynek létezését felteszszük. 
A (10) alatti összeg minden tagja pozitiv, tehát minden egyes 
tag < G 2. Vagyis
[F(x)—Fix')]* <  G2 \x —x'\.
Az Fix) függvény e szerint folytonos.
M á sré sz t a  CAucHY-féle e g y e n lő tle n sé g  a lk a lm a z á sá v a l
m—1 m—1
[ 2  | F ( x k + t ) - F ( x k ) \ f ^  G- V (xfc+i — x k ) = G * ( b — a ) .
k=0 k=0
Vagyis az F(x) függvény határolt ingadozásií.
A folytonos, határolt ingadozású F(x) függvény L e b e sg u e  
egy tétele szerint általában (legfeljebb egy 0 -mértékű halmazt 
alkotó helyek kivételével) differencziálható. 1 Megmutatjuk, hogy 
az
f{x) - dF (x) dx
differencziálhányados az [L2] osztályba tartozik és hogy F(x) 
az  f{x)-nek határozatlan integrálja.
fc +  l  /c
( * » ,  k ^ x < x n,  * + l )
függvények sorozata, ha az (x„t k, x n,k+1) közök hossza nö­
vekvő w-nel 0 -hoz tart, általában az f(x) függvényhez konver­
gál. Minthogy a föltétel szerint minden n-re
b
j  i<fn(x ) \h lx ^  G2,
1 H. Lebesgue: Lepons sur l’intégration etc. p. 128. Elegendő külön­
ben a kevésbhé mélyen fekvő tétel is, mely szerint az F(x) függvénynek 
4 deriváltja általában (vagyis legfeljebb egy 0-mértékű halmaz kivételével) 
létezik.
azért az előző fejezetben bebizonyított tétel alapján f(x) tény­
leg az [L2] osztályba tartozik és (h(y) — 1 , ha a ^ y ^ x ;  
h (y) =  0 , ha y >  x)
X  X
j  f(x) d x  =  lim J <pn (x ) d x  = F(x)—F(á).
a n = "  o
Eredményünket a következő tételben fogalmazhatjuk m eg:
Az F(x) függvény cikkor és csak akkor határozatlan inte­
grálja valamely az [L~] osztályba tartozó függvénynek, ha a
m—1
^  [ F i X k + ú — F j X k ) ] *
Í— J  X k + 1 —  X kk= 0
összegek egy a részközök számától és a beosztás módjától füg­
getlen határ alatt feküsznek.
4. A lin eáris  fü g g v én yop eráczió ; előá llítása  szorzat-
i n t e g r á l l a l .
Az A [f{xj] függvényoperáczióról, mely az [L] 2 osztály min­
den függvényéhez egy-egy számot rendel, fölteszszük, hogy 
disztributiv és hogy határolt. Disztributiv az operáczió, ha 
azonosan
A  [c/j {x)+ cj^ (x)] =  <\A [f\ (xj] +  ctA  [ /2 (.*)].
Határolt az operáczió, ha létezik olyan MA szám, hogy min­
den olyan f(x) függvényre, melyre
b
J [ f(x)Tdx  ^  1 ,
a
egyszersmind
I A [f(x)] \ ^ M a .
A disztributiv és határolt függvényoperácziót lineárisnak 
mondjuk.1 1
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1 Könnyű megmutatni, hogy a lineáris operáczió értelmezésénél az a 
föltevés, hogy az operáczió határolt, ha már előzőleg a disztributivitást
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Bebizonyítjuk a következő téte lt:
Minden A [ f(x )] lineáris függvényoperáczióhoz lélezik olyan 
az [L3] osztályba tartozó a (x) függvény, hogy az [JA] osztály 
minden fix) függvényére
b
A [f{x)] — j a  (x) f(x)dxA
a
Hogy a tételt bebizonyíthassuk, értelmezzük az A[x) függ­
vényt a következő előírással:
Jelentse f ix ;  £) azt a függvényt, melynek értéke xzA £  
esetén 1, x > £  esetében pedig 0. Legyen
Ai$) =  A [ f ix ;  £)].
Azt állítjuk, hogy az így értelmezett A(x) függvény egy az 
[JA] osztályba tartozó aix) függvénynek a határozatlan in­
tegrálja. Az előző fejezetben nyert tétel alapján állításunk 
helyes, ha létezik olyan CA szám, hogy bárhogy is osztjuk 
föl az [a, b) közt végesszámú (Xk, Xk+i) (fc=0 , 1, 1 ,
x 0—a, x m=b) részközre,
m—1
[A jxk+í)— A jX k)f <
0Cjc + 1 X/ck= 0
Megmutatjuk, hogy ilyen (A  szám létezik.
Értelmezzük az fix)  függvényt a következő előírással: *1




lim f  [fi (x jfdx  =  0,
i =  oo ■'
lim A [fi (a;)] =  0.i-x
Minden olyan {f, ix)}
1 F. R iesz : Sur une espéce de géométrie analytique des fonctions som- 
mables, 1. cit. A C. R. ugyanazon füzetében a már idézett czikkben közölte 
Fréchet is a fönti tételt, mint a Fourier-sorokra adott tételemnek egy 
alkalmazását.
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f{x) =
C^'ft + 1 ^k)
_ A  { x k + i ) — A  ( x k ) ______
m —1
y  [A{xj+i)—A(xj)]*
U  Xj+1~ Xj
( x k < L x < x k +1 )
Az f(x) függvény négyzetintegrálja 1 és ennélfogva
\A [f(x)] \^ M a ,
Másrészt
A [f(x)] =  
Tehát tényleg
y  [A(xk+1) - A ( x k)Y- 
x k+1- x kk=0
y  [A (.rfc+p - A  (.'■»)]«
&k+1 ^kk= 0
E szerint létezik olyan az [JA] függvényosztályba tartozó és 
egy tetszésszerinti additiv nullfüggvénytől1 eltekintve, teljesen 
meghatározott a{x) függvény, melynek az A(x)  függvény hatá­
rozatlan integrálja. Az a{x) függvény négyzetintegrálja
Az ilyen módon értelmezett a (x) függvényről megmutatjuk, 
hogy minden az [L2] osztályba tartozó f(x)  függvényre
b
A [f(x)] =  j  a (íc) j\x) dx,
a
vagy más szóval, hogy az
b
A* [f{x)] =  A [f(x) \ — j a  (x) f(x) dx
a
lineáris függvényoperáczió azonosan 0 .
Az a(x) függvény értelmezéséből világos, hogy
A * [<p (a?)] =  0
minden olyan <p {x) függvényre, mely csak végesszámú közön 
vesz föl közönkint különböző értékeket. Egy előző tételünk
1 Nullfüggvény alatt olyan függvényt értünk, melynek értéke — leg­
feljebb egy 0-mértékü halmaz kivételével — állandóan 0.
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szerint az [L2] függvényosztály bármely f{cc) függvényéhez 
és bármely e2 számhoz létezik olyan az imént részletezett 
tulajdonsággal biró <p{x) függvény, hogy
b
j  [f(x)~  <p{x)]\lx<
a
hogy tehát
I A* [f(x)] [ =  | A* [f(x)-<p(x)\ |^ e M A*.
Ennélfogva pontosan
A* Lf(x)] =  0 .
Riesz Frigyes.
EVARISTE GALOIS EMLÉKÜNNEPE.
A nemzetközi orvosi kongresszus alkalmából számos egyéb 
külföldi orvosi testülettel a bécsi női orvosok egyesülete is 
hatalmas koszorút helyeztetett Semmelweiss szobrára és szó­
szólója Schauta bécsi egyetemi orvostanár hangulatos beszéd­
ben kifejezést adott annak, hogy a bécsi orvosi fakultás mennyire 
megbánta és fájditja, miként világhírű tudósunk nagy eszméit 
keletkezésük idején a helyett, hogy felkarolta volna, gúnynyal 
jutalmazta, az ő bécsi tartózkodását elkeserítette és szellemi 
nagyságunkat, a mennyire csak lehetett, lekicsinyelte, úgy hogy 
hazájába visszavonulva, feledetten. nyomorúságosán fejezte be 
áldásos életét.
Habent sua fata — reformatores!
Ez a hir, mely hazai lapjainkat annak idején bejárta, eszme­
társulás folytán eszembe juttatja azon másik «engesztelő áldo­
zatot», melrnek 1909. év junius 13-án magam is örömest 
tanúja voltául, midőn Tannery (Jules), a franczia tudományos 
akadémia tagja, a Sorbonne mathematikai tanára és az Ecole 
Normale Supérieure tanulmányi igazgatója fennkölt beszéddel 
járult a Galois szülőházán elhelyezett emléktábla leleplezési 
ünnepélyéhez.
Páris közelében Bourg-la-Reine városka elhatározta, még 
pedig Matruchot egyetemi tanárnak, a községtanács egyik 
tagjának kezdeményezésére, hogy azon házat, melyben a láng­
elméjű Galois született, emléktáblával jelöli meg. A város 
polgármestere, Candelot nyugalmazott tüzérezredes megkérte 
Tannery tanárt, hogy a leleplezési ünnepélyen, melyen de Sel-
13*
184 KORDA DEZSŐ.
vés, Szajna megye prefektusa elnökölt és a franczia tudomá­
nyos akadémia képviseletében Darboüx főtitkár is megjelent, 
tartson emlékbeszédet.
T annery az általa képviselt előkelő testület nevében ékes­
szóló bűnbánással felelt meg a megtisztelő felszólításnak. 
Magyar kartársaink érdeklődésének vélek megfelelni, midőn a 
gyönyörű beszédet fordításban itt közlöm:
«Valahányszor oly tudós dicsőítéséről van szó, kinek láng­
elméje nem mindenkitől átérezhető jótéteményekben nyilat­
kozott meg, az emlékezetének megadott tisztelet csaknem 
vallásos hódolat jelentőségére emelkedik, mert olyan, mint 
valamely ideális tudomány iránti áhitatos hitünk, a melynek 
hódolunk, a nélkül, hogy közelebbről ismernők.
Galois Evariste rövid, de mozgalmas életének néhány hetét 
a legelvontabb tudomány legabstraktabb feladatainak szentelte. 
Csodás felfedezései a gyakorlati alkalmazásoktól oly távol 
állnak, a mennyire csak lehet. Azoknak dicsőítésével nem a 
gyakorlatiasságot, hanem a tiszta tudomány egységét és a 
tudós teljes szabadságát proklamáljuk.
Mi a tudomány czélja? Ismerni a világot, a melyben élünk. 
De csak úgy ismerjük igazán a természet törvényeit, ha azon 
numerikus törvényeket is magunkévá tettük, melyeknek azok 
engedelmeskednek. Ezen törvényeknek hasznunkra fordítása, 
egymásból következtetése, általánosítása vagy egyszerűsítése 
megkívánja, hogy ismerjük a számok tulajdonságait. Egy egé­
szen új világ tanulmányozása ez, egy elvont, színtelen, sötét 
világé. A kik oda be tudnak hatolni és azt meg tudják vilá­
gítani, sőt benne el is tudnak igazodni, szenvedélyesen követik 
a távoli perspektívákat, melyeket ott felfedeznek. A csodás és 
áttekinthető tájak emléke, melyeket számunkra leírnak, néha 
a fizikus elméjében visszhangot keltenek és világossá teszik 
előtte a reális világot, melyhez annyira ragaszkodik. Váratlan 
eszmetársulás révén a fizikus így végre összekapcsolhat ténye­
ket, melyeket különválva észlelt, azokat igazi helyükre helyez­
heti és elméletet alkothat, mely azokat átöleli, sőt messze
túlhaladja. Már pedig a fizikai elméletek uralják ma a chemiát, 
az élettant és az orvosi tudományokat. Az összes tudományok 
egymásba kapcsolódnak, egy nedűből táplálkoznak és abból 
élnek. Egy-egy elvont mathematikai igazság valamely napon, 
nem is tudni hogyan, hozzájárul a világ feletti uralomhoz, 
melyet habár lassú lépésben, a tudományoknak köszönünk.
Érezzük a tudománynak ezt az egységét; tudjuk, hogy az 
igazságot önmagáért kell kutatni és csak ha már egyszer fel­
fedeztük, jelentkeznek azon alkalmazások, melyeket az ő segít­
ségével létesíthetünk. Megértjük tehát, hogy a tudós számára 
okvetetlenül meg kell őrizni a gondolat teljes szabadságát, 
úgy a kutatás szabadságát, midőn keresi, a mit találni remél, 
mint azon utakét is, melyeken halad és azon titokzatos czélét 
is, melyet ő lát egyedül és a mely őt vonzza magához, míg 
nekünk megadottan kell eltűrnünk, hogy azt még csak sejteni 
sem tudjuk.
Ez az oka, m ié r t  t i s z te l jü k  Galois e m lé k é t  és t is z te ln ő k  
m é g  ak k o r is, h a  a  tu d o m á n y  lé tjo g o su lts á g á n a k  m é rté k é ü l 
a n n a k  g y a k o rla ti h a sz n á t v e n n ő k .
Itt született Galois e házban ime közel egy évszázad előtt. 
Atyja Gábor, az Ön egyik elődje volt, polgármester úr! Nehéz 
időkben adta példáját a szabadelvű eszmékhez való hűségnek. 
A cselszövények és rágalmazások áldozata gyanánt halt meg. 
Anyja, született Demante, igen okos és igen jó lélek, egy a 
jogi karon jól ismert nevű családból származott. 1872-ben 
hunyt el 84 éves korában. Galois Evariste itt nőtt fel, itt 
játszott, mint kisded, itt élte boldog gyermekéveit. Talán 
egyedül itten élvezett örömet és árasztott örömet maga körül.
Csakhamar nagy változás következik be. A Louis-le-Grand- 
lyceumban szomorú, nehézkes és különcz modorú lesz. Láng­
elméje megragadja. Két szenvedélye között oszlik meg lelke : 
Első helyen áll a mathematika. «Szórakozás»- képen eleitől 
végig olvassa Legendre geometriáját. Könyv nélkül tudja, mi­
helyt elolvasta. Az algebra még inkább vonzza, de az elemi 
kézikönyvektől irtózik és így az algebrát Lagrange műveiből
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tanulja. Tizenhat éves korában már megérett a felfedező 
szerepére.
Második kimondhatlan szenvedélye a köztársaság eszméje. 
Azt imádja titokzatosan, szenvedélyesen. Egy még a mathe- 
matikánál is ideálisabb köztársaságé, mely a valóságtól talán 
még távolabb áll, de a melyért magát feláldozni ábrándja, sőt 
ha szükséges, kész érte másokat is feláldozni. Olyan ő ebben, 
mint Victor H ugo kreatúrái. Marius és Enjolras, ime Galois 
fivérei!
Mihelyt a rhetorikát és egyidejűleg a mathematikai előkészítő 
osztályt elvégezte, az Ecole Polytechnique felvételi vizsgájára 
jelentkezik, a melyre, úgy hitte, egyedül is el tud készülni. 
De ott megbuktatták. íme első csalódása! Csalódásokban egy­
általán nem lesz hiánya. Belép a specziális mathematikai osz­
tályba. Ott kiváló mestere akad, R ichard tanár, az egyedüli, 
a ki őt teljesen megérti és annak ismeri fel, a mi. Ekkor 
17 éves. Ezen időszakra esik első mathematikai nyilvános 
szereplése. Ugyanis dolgozatot nyújt be a Tudományos Aka­
démiához az algebrai egyenletek elméletéről. Szerencsétlen­
ségére CAUCHYnál elvetődött a dolgozat. A tanév végén ismét 
jelentkezik az Ecole Polytechnique felvételi vizsgájára, de ismét 
visszavetik. Ezen második kudarczot nem tudja megbocsátani 
a vizsgáló tanároknak so h a ! Nem csupán önérzetét vagy inkább 
önértékének teljes tudatát sértette meg e bukás, hanem főleg 
az igen fájt GALoisnak, hogy nem léphetett be azon hírneves 
házba, melyet tudományos dicsősége és növendékeinek ismert 
szabadelvű szelleme miatt nagyrabecsült.
Kétségbeesésében az Ecole Normale felé fordul. Oda sikerül 
bejutnia 18:29 október havában. Három dolgozatot közöl 1830 
elején. Akkor jut legfontosabb felfedezései nagy részének bir­
tokába. Januárban benyújtja a Tudományos Akadémiához az 
algebrára vonatkozó kutatásainak összeállítását. Fourier, az 
akkori főtitkár elviszi magával a kéziratot. Még ugyanazon év­
ben meghal és annak folytán ezen kéziratot sem lehet többé 
megtalálni.
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Egy évvel később Galois elküldte az Akadémiához dolgo­
zatát azon feltételekről, melyek mellett az egyenletek gyökjelek 
segítségével megoldhatók. A dolgozat megvizsgálására kijelölt 
mathematikusok nem vették maguknak a fáradságot, melyet 
Galois túltömör stylusa igényelt. Ezen dolgozatát, mely dicső­
ségének egyik legfőbb jogczíme, nem tudták megérteni és így 
«érthetetlen»-nek nyilvánították. Attól kezdve Galois egyugyan­
azon gyűlöletbe és egyugyanazon megvetésbe foglalta a Tudo­
mányos Akadémia tagjait és az Ecole Polytechnique vizsgáló 
tanárait.
Térjünk vissza az 1830-iki évhez és azon Ecole Normálé­
hoz, melynek falai között Galois még mindig kesergett a felett, 
hogy az Ecole Polytechnique-be nem sikerült bejutnia. Az 
iskola igazgatója a júliusi forradalom három napja alatt nagy- 
nehezen zár alatt tudta tartani növendékeit, még 29-én is, 
csütörtöki napon, mely pedig rendszerint kimenő nap volt. 
Meg lehelünk győződve arról, hogy a szülők ezért őszinte 
hálával voltak irányában. De képzelhető Galois dühöngése, 
mikor megtudta, milyen nagy szerepet játszottak a forradalom­
ban az Ecole Polytechnique növendékei és egyéb diákok, mi­
alatt ő és társai be voltak csukva. Az Ecole Normale igaz­
gatója ettől fogva egy rangra sülyedt a Tudományos Akadémia 
tagjaival és az Ecole Polytechnique examinatoraival !
Deczember havában Galois egy lapban levelet tett közzé, 
melyben az az úr nem nagy kíméletnek volt tárgya. A levél 
«Az Ecole Normale egyik növendéke» aláírással jelent meg. 
Nem volt nehéz a szerző kilétét kipuhatolni, a kit azután egy­
szerűen kicsaptak.
Galois ekkor a politikai küzdelmek kellő közepébe veti 
magát, a minek egyedüli gyakorlati eredménye az lett. hogy 
pörbe fogták és bebörtönözték 1831 május havában a «bour- 
gogne-i szüret»-hez («Aux Vendanges de Bourgogne») czímzett 
vendéglőben lefolyt bankett után, mivel ott egy pohárköszön­
tőt mondott, melynek királygyilkos tendencziái tagadhatatlanok. 
Mivel azonban még nem volt 19 éves, az esküdtszék felmen-
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lette daczára annak, hogy szemtelen modorban válaszolgatott 
az elnök kérdéseire.
Ugyanez év julius 14-én egy köztársasági tüntetés élén áll a 
nemzeti testőrség tüzéri egyenruhájában, karabélylyal, p isz to l­
lyal és tőrrel felfegyverkezve. Elfogják a Pont-Neuf-hidon, elitélik 
hat hónapi fogházbüntetésre és deczember 17-én becsukják a 
Sainte-Pélagie fogházba egy csomó politikai fogoly közé, kiket 
a fővárost egy év óta dúló lázadások folyamán szedtek össze. 
Ezen magukat «patrioták»-nak nevező egyének fölött furán 
csodálkozhatnak a mai forradalmárok! Düpdy leírása szerint 
ime milyen jelenet játszódott le esténkint lefekvés előtt ezen 
környezetben;
«A foglyok összegyűlnek és kórusban énekelnek hazafias 
dalokat, végül a Marseillaise-t. Azon strófánál: «Amour sacré 
de la Patrie» mindnyájan letérdepelnek, mialatt a rácsos 
ablakokból a rácsokba kapaszkodó fiatal foglyok, a politikai 
foglyok közé beosztott csavargó, elhagyott gyermekek elkezdték 
énekelni a gyermekek strófáját. Úgy hangzott az, mintha felül­
ről az égből hullt volna. Midőn csengő hangjuk elhallgatott, 
a férfiak elvonultak a zászló előtt és annak szegélyét meg­
csókolták, azután aludni tértek.»
Daczára az őket mozgató nagy érzelmeknek, e foglyok igen 
vegyes társaságot képeztek és abban a durva erkölcsök nem 
igen hiányoztak.
Önök közül, uraim, többen láthatták azon kedves arczképet, 
melyet Galois unokahugának, Guinard asszonynak szivessége 
folytán sokszorosíttatni lehetett. Milyen finom és előkelő vonásai, 
mély szép szemei, hatalmas homloka, mélabús fitymáló szája 
voltak e gyermekarcznak! Már most képzeljük el őt fel-alá 
sétálva a barrikádok vén törzsvendégei között. Agyában a leg­
magasabb mathematikai kérdések mozognak, a logikai követ­
kezmények csodálatraméltó lánczolata húzódik el lelki szemei 
előtt vagy pedig annak módja felett gondolkodik, hogyan fedez­
hetünk fel új igazságokat, melyek újabb fényt árasztanak már 
meglevő régi igazságokra, a honnan ők maguk is előkerültek.
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Avagy talán egy új jobb társadalom nagyszerű tervét szövi, 
melyben örökös igazság fog uralkodni. Fogolytársai csodálkoz­
nak rajta, szólítgalják, gúnyolódnak, mert nincs bátorsága az 
iváslioz : ime egy szép napon ezt meghazudtolandó kiürít egy 
hajtásra egy üveg pálinkát! Raspail hires leveleiben a párisi 
börtönökről leírta e szörnyű jelenetet és egyebeket is, melyek 
Galois egészségét aláásták. Pedig egyébként sok jóakarattal 
voltak irányában. Márczius 16-án szanatóriumba küldték és 
csupán becsületszavát vették, hogy nem szökik meg. Ott sze­
relemre gyullad egy nő iránt, kit ő maga is nemsokára infámis 
kaczérnak mond, de a kinek azért hetekig teljesen rabszol­
gájává lesz. Eme szenvedélyéről ime, mily meghatóan nyilat­
kozik önmaga:
«Hogyan vigasztalódhatnám én, midőn egy rövid hónap 
alatt kimerítettem a boldogságnak ama forrásai közül, melyek 
íölött ember rendelkezik, a legeslegszebbíket, midőn kimerí­
tettem boldogság nélkül, remény nélkül és azon biztos tudat­
ban, hogy azt az egész életre elapasztottam.
Ez «infame coquette» miatt, nem tudni miért, azt sem, ki 
ellen, párbajra kel május 30-án, halálosan megsebesül és meg­
hal 1832 május 31-én reggel 10 órakor.
Úgy látszik, mindent elkövetett, hogy e buta párbajt el­
kerülje. Midőn elfogadta, már biztos volt abban, hogy megölik. 
A párbajt megelőző egész napot és egész éjjelt azzal tölti, 
hogy még egyszer átnézze nagy dolgozatát az egyenletek meg­
oldhatóságáról és hogy megírja tudományos végrendeletét, azt 
a rendkívüli levelet Auguste ChevalierIioz, a melyben egész 
tudománya megjelenik és a hol egész lángesze kibontakozik. 
Milyen tragikus éjjel ez, uraim, mikor e lángeszű gyermek 
annak tudatában, hogy a világosság, melynek hordozója, per- 
ezek múlva ki fog aludni, maga előtt látja elvonulni mindazt, 
a mit teremtett és mindazt, a mit még tudott volna terem­
teni. Azon törekvése közben, hogy legalább a leglényegesebb 
eredményeket megállapíthassa és megmenthesse, lázas kézzel 
írja a levélben: «Je n’ai pás le temps». («Már nincs időm reá.»)
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Tizenöt évvel később, 1846-ban Liouville (Joseph) közzétette 
szaklapjában «Galois mathematikai műveit)). Ezen közzététel 
ép oly értelmesen, mint lelkiismeretesen végeztetett. Liouville 
mindazt közölte, a mi közölni való volt. Iratai tanúskodnak 
azon rengeteg munkáról, melyet végeznie kellett, hogy Galois 
gondolataiba behatoljon. Ezen munkákat 1897-ben újra kinyo­
matta a Mathematikai Társaság P icard Emil tanárnak egy igen 
szép előszavával. Három évvel ezelőtt Madame de Bligniéres, 
LiouviLLEnek egyik leánya, megtalálta atyja iratai között Galois 
kéziratait és odaajándékozta azokat a Tudományos Akadé­
miának.
Az Akadémia megbecsülhetetlen ereklyék gyanánt kegye­
lettel fogadta ezen sárgult, szakadt, bepiszkolódott lapokat 
tele firkantásokkal, be nem végzett számításokat, a Sainte- 
P élagie fogházból eredő töredékeket, melyekből a gyűlölet és 
a láz kiérzik, a gyászos éjjel írt levelet, á dicsőségteljes dol­
gozatot, melyet valaha «'megérthetetlen»-nek Ítéltek, az Aka­
démia tagjaihoz nvolczvan év előtt intézett sértéseket.
És ma, uraim, az Akadémia főtitkára itt van közöttünk és 
hozzánk csatlakozik Galois dicsőítésében.
Liouville közzététele óta évről-évre világosabban jelentkezett 
Galois műveinek fontossága. A legnagyobb mathematikusok 
is szívesen hirdették azt. Nem itt a helye annak kimutatása 
és nem én vagyok arra hivatva, hogy mily nagy befolyással 
voltak azok a mathematika haladására.
1894-ben ünnepelte az Ecole Normale száz éves fennállását. 
Az ez alkalomból kiadott ünnepi emlékkönyvbe egy külföldi hires 
tudós, Sophus Lie tanulmányt írt GaloishM, mely egyike a Galois 
dicsőségének emelt emlékek legszebbikének. Ugyanazon alka­
lommal Paul Dupuy, az Ecole Normale mai titkára, hosszú és 
lelkiismeretes kutatásokat kezdett Galois életére vonatkozólag. 
Lapozgatta az akkori lapokat és átkutatta a fogházak lajstro­
mait. Galois még élő rokonai és barátai minden tekintetben 
segítségére voltak. Ezen kutatások eredményei egy végleges­
nek tekinthető életrajzhoz vezettek. Dupuy abban annyira törek­
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szik megértetni Galois jellemét, hogy csaknem sikerül neki őt 
megszerettetni.
Az Ecole Normale-nál elfoglalt állásomnak köszönhetem, 
hogy ma itt szóhoz jutottam. Köszönöm, polgármester úr, hogy 
lehetővé tette, miként Galois lángeszétől ünnepélyesen bocsá­
natot kérjek ezen iskola nevében, melybe csak sajnálatára 
lépett be, a hol nem értették meg, a mely ellökte magától és 
a melynek mindannak daczára egyik legfényesebb dicsősége.»
Korda Dezső.
AZ ELEKTRODINAMIKA ALAPEGYENLETEINEK 
MEGOLDÁSI MÓDSZEREIRŐL.
(Harmadik és befejező közlemény.)
IV. Nem független áramkörrendszerek.
Nem független áramkörrendszernek nevezzük az áramkörök­
nek olyan rendszerét, melyben egymással vezetői összekötte­
tésben álló áramkörök is fordulnak elő.
a) Nem független áramkörrendszer egy kondenzátorral. 
Álljon rendszerünk: 1 . egy n vezetővel párhuzamosan össze­
kapcsolt kondenzátorból; 2 . m  egymástól független áramkörből.
Ha az r-edik áramkörben az elektromotoros erő E r , az 
áramintezitás Jr, a vezető ellenállása W r, autoindukcziós együtt­
hatója Lrr, az s-dik vezetőre vonatkozó kölcsönös indukcziós 
együtthatója L rs; a kondenzátor kapaczitása C, potencziális 
differencziája V, akkor a rendszerünkben fellépő jelenség tanul­
mányozására a következő egyenletrendszer szolgál:
W ,Jr-]-L rí-j~  H----- H l-rm+n—gg+~  — E r~\- V ;
w  / i r , I / dJm+n
r v s f s \  ^ s l  “1 * * * 1  •-'sm+n ^




ÁH----- b Á ——C ■dt ’
melyet a III. fejezetben (második közlemény) alkalmazott jelö­
lések felhasználásával a következő alakba írhatunk:
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m+n
2  Mrk(D)Jk = E r+ V ;
k= 1 
m+n
V Msk(D)Jk =  Es ;
k=i
[r= i, . . . ,  n; 8 - n + l , . . .  , m+n)
2  Jk= — CDV.
k= 1
Ebből pedig könnyen leszármaztatható a következő:
n n + m
2  {CDAf* (D)+1} /* +  2  C M rt (D) 4  =  ce; ;
k-1 fc=n+l
m+n
2  M8k (D) Jk =  E s .k=\
(r= 1 , . .  . ,  n ; s = n + l ,  . . . ,  m+n)
(I')
d")
Ha ennek az egyenletrendszernek a determinánsát B{D)-\e 1, 
-B (/)) fc-adik oszlopához tartozó aldeterminánsainak a
CEj j . •. • CEn, E n+1 , . • . ,  En+m
elemekkel való kompoziczióját pedig Bk(D)-ve 1 jelöljük, akkor
5  (B) Jk — Efc (D).
(fc=l,. . . ,  »n+n)
B(D) és B k (D) közös tényezője Dn_1, azért
B(D)Jk =  0
általános megoldása:
n—1 m + n+1
</k —  2  akrt,'~1 +  2  Akre''rt ,r= 1 r=l
hol Vj, • . • j Vnr + n + 1 9-
B(v)




Ennélfogva a III. fejezetben kifejtett módszerrel találjuk, 
hogy az (I") rendszer általános megoldása
n+m+1
Jk =  (</fc) +  2  A> B ík (vr) őVd ,
r=l (3)
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hol (Jk) az (1) alatt levő egyenlet egyik partikuláris megoldása; 
B rk (v)-k pedig a B(v) aldeterminánsait jelölik.
Az (I') rendszer utolsó egyenlete V  számára a következő 
értéket szolgáltatja:
F  =  - - J r /(£ /* )< &  (4)
Az m + n + 1  határozatlan konstans (Ar) meghatározása a V, 
Jt, . . . ,  / m +n kezdőértékeinek felhasználásával már semmi nehéz­
ségbe sem ütközik.
Azonban a (3) és (4) alatt levő egyenletekkel jellemzett 
jelenség karakterisztikus vonásait csak úgy állapíthatjuk meg, 
ha a (2 ) alatt levő egyenlet gyökeinek tulajdonságait ismerjük. 
A (2) alatt levő egyenlet alapján a
n+m n
V2C V L rhx k +  vCWrXr +  V x k +  0;
k=l fc=l
n+m
V ^ LskXie +  W sx s — 0;
&=1
(»•=1,. . . ,  n ; s=n+1, . . . »  n+m)
egyenletrendszernek a triviális megoldáson kívül van még más 
megoldása is. Ebből az egyenletrendszerből, ha
—  =  a + ß i ,  X  —  £  +  z í
v
a valós és képzetes részek szétválasztásával a következőt 
nyerjük :
m+n „ 2 — 0 2  n n
2  L rk$k + Wr {aSr-ßrjr) +  =
k= 1 ^  fc=l ^  k= 1
m+n
2  £«/<£k + W 8 (a£8—ßys) =  o,
k=1
m + n ^ 2__oá n 9 /7 / 9  n
2  Lrkljk +  4Er (ct>?r+/?£,•) -j-----d--------------- jsr— 2  va =  0,
f c = J  C .  f e = i  L ,  f c = i
m+n
2  +  w s (a^s+,5fs) =  0.
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Ha ezeket az egyenleteket rendre: — ijr , —:ys , $r , f s-sel 
megszorozzuk s azután az r és s különböző értékeinek meg­
felelő egyenleteket mind összeadjuk, akkor a következő egyen­
lethez jutunk:
ß 2  Wr (£ +V— 1 " A =1 A - l
- o.
Mivel a f-k és -^k nem mindegyike zérus, azért, ha ß sem 
zérus, akkor egyenletünk csak úgy állhat meg, ha a negativ.
Ha pedig ß—0, akkor egyenletrendszerünk alapján könnyen 
belátható, hogy
m + n  m  +  n  n
2 LrkGrEk +  « 2 W r S r  +  ( 2  f  A')2 =  0 .
r, k = l  r=  1 O' fc=l
Ennélfogva a
egyenlet valós gyökei negalivek, komplex gyökeinek valós része 
szintén negativ. Tehát a (3) és egyenletekkel képviselt jelenség­
ben a starzionér állapotot az
Jk — (4) (fc= 1, ■. •, m+n)
egyenletek jellemzik, melynek bekövetkezte előtt a jelenségben 
még csillapodó áramok is lépnek fel, melyek között lehet­
nek periodikus áramok is, melyeknek maximalis száma az 
— höz legközelebb álló s ennél nem nagyobb egész
szám ?
Azonban az (I') alatt levő egyenletrendszer megoldására még 
a következő módszer is alkalmazható:
Ha rendszerünk baloldalának determinánsát J(D)-ve 1 jelöl­
jük; J(D) fc-adik oszlopához tartozó aldeterminánsainak kom- 
poziczióját az E í , . . . ,  En, 0 , . . . ,  0  elemekkel Dk-nak nevez­
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zük; s ha azt a determinánst, melyet J  (D)-ből úgy nyerünk, 
ha abban a fr-adik oszlop n  első elemét 1 -gyel, a többit pedig 
0 -sal helyettesítjük, Ak (D)-vel jelöljük; akkor
J(D )Jk =  J k (D) V + D k , (II)
honnan tekintettel az (I') alatt levő rendszer utolsó egyenletére:
CDJ (D) V +  V Ak (D) V +  Í  Dk =  ü. (III)
fc=í fc=i
Ha már most ennek az egyenletnek egyik partikuláris meg­
oldását (F)-nek, a (2) alatt levő egyenlettel azonos
CvA (v) +  S  Jk (v) =  0 (IV)
*=i
egyenletnek gyökeit pedig ismét vx, -----vn+m+i-nek nevezzük,
akkor a III. egyenlet általános megoldása:
n+m + 1
F = ( F )  +  2  Arevr‘ . (5)
1-1
Ha pedig a (II) egyenletben F helyett (F)-t Írunk s aztán 
az így nyert egyenletnek egyik partikuláris megoldását (Jfc)-val 
jelöljük, akkor könnyű belátni, hogy a (II) általános megoldása:
n+m+1





Abban a különös esetben, ha az elektromotoros erők mind­
egyike konstans:
Dk =  .
4t(P ) = W t . 









(k <  n) 
(s >  n)
(F) =  — k=i
2 J*(0 )
- - L. -j------- |_ J k .
Hú ' ^  Un
1 I
1 F 7 + - + 1 F :
(7)





Dk =  1 W t
J(0) Wk 1
w .
+ • • •+
( J . )  =
(&=1, . .  n)
Ds E„
^  (0) Ws







Fejtegetéseink tárgyát képező probléma egy specziális ese­
tével, t. i. melyben
Aj — * * * — E m + n — 0
már GARBASsonál1 találkozunk, azonban ő néhány specziális 
esetre vonatkozó képletgyűjteményen túl nem emelkedik; az 
egyenletei tartalmazta jelenség általános jellemzésére nem is 
vállalkozhatott, miután azok matematikailag sem részesültek 
kellő méltánylásban.
ß) Nem független áramkörrendszer tetszőleges számú kon­
denzátorral.
Legyen áramkörrendszerünkben s kondenzátor, ezek í-ikéhez 
párhuzamosan kapcsolt áramkörök száma legyen nt , ennélfogva 
áramköreink száma
ttjH----- \-ns — n.
Ha már most ctj-lel oly egész számot jelölünk, mely n1+ ” - +
+  1-től n t -\----- h^rig minden értéket felvehet, tehát a
melyre nézve
ni~\------ 1 <  ------t-ni,
ha továbbá Ledik kondenzátor kapaczitását és potencziál- 
különbségét rendre Cr lel és Fj-lel jelöljük, a hozzá kapcsolt 
áramkörökre vonatkozó fizikai mennyiségeket az eddig használt 
jelölések megtartásával at indexekkel látjuk e l : akkor a rend­
szerünkben fellépő jelenség jellemzésére a következő egyenlet­
rendszer szolgál:
1 Garbasso  : Ann. d. Phys. 1902. 8. Bd. 4. Folg. p. 890.
Mathematikai és Physikai Lapok. XIX. 14
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n
2  Mrk (Jj) Jk — -Ér 4" V i; 
*=1





Egyenletrendszerünk első részében V  az £ indexet mindaddig 
megtartja, míg r ai minden lehetséges értékén át nem fut.
Problémánk egyik specziális esete (s=2 , C2=  oo) az a) alatt 
tárgyalt problémával egyezik meg.
Ha már most a rövidség kedvéért
CtDM,k(D) =  iVrfc (D),
CiDMrtti {D)-\-1 =  A,.0j (T)),
akkor az (V) rendszerből ezen jelölések felhasználásával egész 
könnyűség származtathatjuk le a következő rendszert:
%Nrk(D)Jk =  Q E ( Y )
fc=i
( r = l , . . . ,n )
Ennek a rendszernek a megoldási eljárása ismei’e te s; ezzel 
nem is foglalkozunk, csak az egyenletrendszerünkkel képviselt 
jelenség jellemzésére fontos algebrai egyenlet gyökeinek a 
diszkusszióját mutatom be. Ez az egyenlet a jelen esetben
J (y) =  o, <10)
mely »+s-edfokú.
v minden oly értéke mellett, mely a (1 0 ) egyenletet ki­
elégíti a
V 'C i  2  L rkX k  +  v C i W r X r  +  2  * o .  =  0  
fc= 1
<r=l,..., n)
egyenletrendszernek a triviális megoldáson kívül van még más 
megoldása is, miből az a) fejezet jelöléseinek a megtartásával 
az ott alkalmazott módszerrel rögtön következik, hogy:
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ß 2  W r (& + $ )+ 2 a ß  t
r = l  1=1
(2 c%)2+ (2  y}a/  
u
— 0 ,
ha pedig ß= 0, akkor
n  n a  (V  f  „ )2
2  LrkZrtk +  « 2  W rtt+ a*  V =  0.
r,k=  1 r = l  1=1 L.;
Tehát az a) fejezetben a (2), illetőleg (IV) egyenlet gyökeire 
vonatkozólag megállapított tétel a (10) egyenletre is á tm ház-  
ható, továbbá az (V) alatt levő egyenletrendszerrel jellemzett 
jelenség staczionér folyamata előtt csillapodó áramokat is tar­
talm az, melyek közül némelyek oszczillatorikusak is lehetnek
s ezeknek m axim alis száma az  — -— hez legközelebb álló s
A
nála nem nagyobb egész szám.
• A lk a lm azások .
1. A  kondenzátoros szikrainduktor prim er áramkörének 
elmélete.
Ha a RHUMKORFF-féle szikrainduktort szekundér tekercsétől 
megfosztjuk, akkor a 6. ábrában vázolt rendszert nyerjük, mely 
az általános elmélet
n  =  2, m  =  0, E2 =  0. E t =  konst, 
esetének felel meg.
6. ábra.
Igen nagy megközelítéssel még
L»2|  —' - 0 ,
14*
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következőleg a rendszerünkben fellépő jelenséget ezek az egyen­
letek tartalmazzák:
(W'1-\-LltD) Jj =  Et +  V,
W J ,  =  V, (11)
j i + j í = -  CDV.
Az általános elmélet értelmében a partikuláris integrálok:
(7 ) = ____WjEi__
W t+ W t ’
w  = -
E,
Mivel a jelen esetben
11 ! +  l l 7^ ’ 
E t
W t+ W t '
/ = J L  
- w .  ’
( 12)
azért kutatásainkat inkább csak a V  és J1 meghatározására 
fordítjuk. A (11) egyenletekből rögtön belátható, hogy
T _  V r dV
J' —  n r ~ L dt ’ (13)
C W .Ln  +  (L^+ C W .W ,) 4- W J V + W A  =  0 .dt ' dt
Tehát
V =  — ... 2 yrr~ +  A 1eyit+ A tey' t,
' V V aw t-\- _
J  -  &  -  1 +  c t y .» . -  l l + C >y»^ ,^
J l ~  w t + w t ITj 1 Wt - ’
hol vt és i/s gyökei a következő egyenletnek:
CWtL 11ví-\~(LltA~CW1Wt) v +  W .+ W , =  0 .
(14)
Ha az áramkör nyitva van, akkor 172=oo, tehát a staczionér 
állapot:
(V ) = — E t , (JJ =  Q.
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Ha pedig az áramkör zárva van, akkor Wt igen kicsiny, tehát 
a staczionér állapot
W.
(V) — tí7L E i , (/, Aw .
a) A zárás pillanatában, tehát V  és Jt kezdőértékei 
(V )«=o =  — Et , (•/1)t=o =  0,
s mivel Hj igen kicsinynyé lesz, a Vj és meghatározására 
szolgáló egyenlet:




V i  =  —
V —
w t ’ v- ~  CWt ’
H
í = 0  időben:
T E j  A jT — ----- -— — — L. p v \t
1 Wj W.
w
Wjf - E j - E j  = Aj +  A ,.
0 = E jW j W% ’
következőleg igen nagy megközelítéssel:
W  EA __  -  l  a __  T7 .
•^1 > ^ 2  -*-/i >
7  — _____ü . a j ' l  _L_ ^  A  „ r , £ _  p  „
^  =
J, =  -
h ;  1 ^  -
A _  gvt í
’







A második ágban a zárás után keletkezett hő, ha a lFa-vel 
szorzott tagokat elhanyagoljuk:
H =  J  JaVdt — — E \
2 %o IFjV^Vi+vJ
mivel az első tag a második mellett elenyésző csekély, azért
Ff- CE?
a mi C-vel együtt szintén elenyésző csekély. Ennélfogva ki­
mondhatjuk a tételt, mely szerint:
Áramzáráskor a zárás helyén keletkezett hő igen csekély s 
C-vel együtt fogy.
b) Nyitás pillanatában F és Jt kezdőértékei 
(F)t=o — 0, (/,),=„ =  ^
s mivel W3 végtelen nagygyá válik, azért a vx és v2 meghatá­
rozására szolgáló egyenlet
CL1y + c w lV+ 1 =  0 ,
továbbá
V — — Ex-\- Axex^ -\- A^ev^ , 
J1 = — C]/1A1eVi‘—CviAtev*t.
A (16) egyenletből
=  a ±  oti,
(Vj, vfl — a-\-(oi, a — coi.
Az At és At meghatározására szolgáló egyenletek:





AZ ELEKTRODINAMIKA ALAPEGYENLETEINEK STB. 203
Következőleg:
(18)
Mivel Wa= °o , azért
csak akkor lesz véges, ha coCW1 igen kicsiny. Ennélfogva a 
második áramkörben létrejött hő az alacsonyabbrendű mennyi­
ségek elhanyagolásával megközelítőleg:
a mi C minden véges értékénél végtelen kicsiny, tehát: az
áramnyitáskor keletkező csillapodó oszczilláló szikrázás által 
létrehozott hő igen csekély.
Ha eredményeinket az első közlemény a) fejezetében le- 
hozottakkal összevetjük, kétségtelené válik, hogy a kondenzátor 
az áramnyitáskor keletkező szikrázást jelentékenyen csökkenti.
2. A kapaczitásos RmjMKORFF-/i?7e szikrainduktor. Ha az 
előbbi feladatban leírt készüléket még egy szekundér tekercs­
esei szereljük fel, akkor a kapaczitással felszerelt Rhumkorff- 
féle szikrainduktort nyerjük, mely az általános elmélet
esetének felel meg; az előbbi jelölések megtartásával a sze­
kundér tekercsre vonatkozó fizikai mennyiségeket 3 indexszel
oo
ta%C?W*Wt j  eiat sin2 (totA-S) dt =
n =  2 , m  — 1 , E t — konstans, E^ — E3 — 0
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jelölve, a rendszerünkben fellépő jelenség tanulmányozására a 
következő egyenletek szolgálnak:
(W l+ L ilD)J1+ L 13DJ3 =  E1+V, (2 0 )
L31UJ1-\-{ IV3+  b33fl) A3 =  0 ;
W J , = V,
■ h + j,-  c  .
(2 1 )
A (20) egyenletekből
A (D) Jt =  WsEt+ (W 3+ L 33D) V, 
A(D)JB= - L alDV.
Ezekből pedig a (21) egyenletek másodika alapján, annak 
megfontolásával, hogy
W tA(D)Ji =  J(D) V
nyerjük, hogy
CW aDA íD) V + [ \] \\V 3+ W ,l33D +  A (D)] V+  W J V J E ^  0. (23)
A (20) és (21) egyenletek partikuláris megoldásai a (7), (8 ) 
és (9) képletek alapján:
\ \ \E t
(V )=  —  
(JJ =
(Jv) =
( J 3 )  =0.
w t +  W, ’ 
Ex
W x+ W %’
E,
w t + w ,  ’
(24)
Ha az áramkör nyitva van, akkor
Wt —oo, (V )= —E 1, (/j)= 0 , (/,)=0, (J3)= 0. 
Ha az áramkör zárva van, akkor
W t = 0 , (F )= 0 , ( .1 ,)= -} - , (Jj = W t
, (J3) =  0 .
Ennélfogva az általános megoldás elhagyásával
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w  E  3
V =  — +  v  Are V ,
■h =
I I 1+  U g r= 1 
___ ______ _L X 1 1^3+ 3^3V>- ^  v t
W .+  W ^ Z j  J(yr) A r6 r ’r=1
^  1^3Vr ^  gv í
/ •  / /f / \ >A (Vr)
hol
J (v) =  (LuL33—L*3) S + (L n W3+ L s3w t) v+ W tW .,
a v-k pedig gyökei a következő egyenletnek:
CU i (LltLaa—i>i3) v3+
+  [^xi^83—-^ 13+  Hr2C (Ln W3-{-L3aW,)] i/'+
+ [z,11Pi 3+ /) 33it i+ ^ 33ir 2+ c  ii i lka II3] v+
+ ( ir 1+ n 2) i r 3 =  o.
a) Záráskor
l i ;  =  0, W ,  = o o ,





I I — 12 ’^11 3^3 Jj13
1
V ,  =  — u ; c  ’
H-,
C,
A (28) egyenlet szerint
következőles
A (v) =  -
I 'I  3 ~I~ ^~'331/' '
J  (vr)
1^3V»’ _ 1^3
U ^ U ^  +  LggV)














Megfontolva már most azt, hogy megközelítőleg,
Vj — Vl _  {
és hogy teljes mágneses bekapcsolás esetére
*3 _  1
^  3 ^-'33^3 -^33
az általános megoldás:
W  E
V = ----------- +  A1eríc-j-Aie^t-i-Asev‘t,
j  — - A ____ - 1- e*!«—
1 TF, Wa
r _-^ 13 ____ F 1^1
3 ~  W / W iL33- W sL
v® — V., Mo
2 3 3 ev3f,
■ e”»í+
11-;
W3 ^ 1 3 ^ 3
1F.L,• ' l l  V-2 ' '  S " 3 3
Tekintettel már most a következő kezdőértékekre: 
(F )í=o =  — = (J3)t=o = 0 
az M-k számára a következő értékeket találjuk:
A  =  ^  =  o,
A . —  k .
4   fF^ Figg v3 ___
3 VFgL,, vä-vg 1 a
Ennélfogva





E  L E- ^ í  p V \t_  3 3 f" l  vsí
EF L  W  ’r r  1 ' '1 1  3
jE1, , E .
TT, 1 VF, 1F,/ s — ----- n f"  +  ' ’F  e1
3^ =
^ 'A l L 1SE 1_
T W ~ L WljllVV3 '^llyV 3
Tehát nagy megközelítéssel
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V = — E\e',*t,
J VJt = -^ Y±-e*'*‘.
Ennélfogva az áramzárás helyén keletkezett hő
rs ... CE\H  g . (33)
a mi megegyezik az első feladatban talált eredménynyel.
Mivel v3=  — oo, azért a szekundér tekercsben indukált elek­
tromotoros erő
ESs =  - ^ -  2?1e,i*= -  \ f  4 s - • 
1 j 1x \  L l t
b) Nyitáskor
W ,=  oo, lt'B= oo ,
tehát a v-k meghatározására szolgáló egyenlet
(34)
C(LnL n  L \3) vM+CLiy +CW jy+1  =  o, (35)
honnan
va = —
r 1 W \
CLU 4L2
L W11
/ / — / 3'-T i' y33 ' J13
A (30) alatt levő képlet alapján könnyű belátni, hogy
“  Cv-J(v)





F — — E 1 T- 2  A revrt ,
r = l
3
J1 =  — C 2  vrAre V ,
r = l
/ ,  =  U a ^ + > : A ^  +  A3^ aí
^*8 ' -^ 33
Tekintettel a
(F)í=o =  0 , {Jt)t=o — > (*7»)t-o — 0
kezdőértékekre
^ i, =
a+ b t a —bi
hol
2 «  ’ 2 u
ej *— wE1 ,
b =  ( c k - ^ E-
E,






— £  +  C“f sin M + í) ,
®JFt / C L U
LnEt




t g í —
Mivel F  értéke megegyezik a (18) alatt levő értékkel, azért 
az ott vont következtetések a jelen esetben is érvényesek, 
azaz:
a kondenzátor az áramnyitáskor keletkező szikrázást jelen­
tékenyen csökkenti.
Ha | a | elenyésző csekély to-hoz képest, akkor közelítőleg
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1
tehát teljes mágneses bekapcsolás esetére
Ennélfogva a szekundér tekercsben az áramnyitás alkalmá­
val indukált elektromotoros erő
ellenben az áramzárás alkalmával indukált elektromotoros erő
Tehát C alkalmas megválasztásával elérhető, hogy a nyitás 
alkalmával indukált elektromotoros erő aránytalanul nagyobb 
legyen, m int az áramzáráskor indukált elektromotoros erő.
A  szekundér vezeték elektródjai közé beiktatott dielektrikum, 
vastagságának alkalmas megválasztásával azután elérhetjük, 
hogy csak E?jS, azaz a nyitási elektromotoros erő érvényesül­
jön az áram létesítésében.
3 . A kapaczitásos és kapaczitás nélküli R h u m k o r f f - / c7c 
szikrainduktorok összehasonlítása.
Ha az első közlemény második fejezetének jelöléseit a jelen 
fejezet jelöléseivel összhangba akarjuk hozni, akkor csak a 
szekundér vezetékre vonatkozó fizikai mennyiségeket kell 3-as 
indexszel ellátni.
Ha már most az áramzárásra vonatkozó feltételeket még a 
W3= oo  feltétellel bővítjük, a II. §. (19) egyenletének gyökei:
'fr eat sin (ói +  (J +  %őj), (37)
(38)




- - TW t Wj
r  w
•'''11 VV 3
( g v , í ----e v8í);
(39 )
melyeket a (32) alatt levő egyenletekkel összehasonlítva a követ­
kező tételt nyerjük :
Aramzárás alkalmával a kapaczitásos szikrainduktor teker­
cseiben indukált elektromotoros erők egyenlők a kapaczitás 
nélküli szikrainduktor megfelelő tekercseiben indukált elektro­
mos erőkkel.
A  kapaczitás nélküli induktor primértekercsében az indukált 
elektromotoros erő által létesített hő
A  kapaczitásos induktorban pedig az áram-zárás helyén 
keletkezett meleg:
Áramnyitáskor úgy W t , mint W 3 igen nagy lévén, tehát a 
II. §. (19) egyenletének gyökei:
W J ^ + W .L ,
■^‘11^ 33 Á13
W t w e
^ L 33+  W3Ln ’
következőleg úgy a primér, mint a szekundér tekercsben in­
dukált elektromotoros erő végtelen kis ideig tart. így pl.
• . WlLls =  (e^-en t).
Teljes mágneses bekapcsolás esetére a szekundér tekercsben 
indukált elektromotoros erő
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mely a mily végtelen kis idő alatt megjelenik, ugyanoly vég­
telen kicsiny idő alatt meg is szűnik, ennélfogva:
Áramnyitás alkalmával, míg a kapaczitásos induktorban 
lassan csillapodó periódusos elektromotoros erő, addig a kapa- 
czitás nélküli induktorban végtelen gyorsan eltűnő, nem perió­
dusos elektromotoros erő indukálódik.
A kondenzátor nélküli induktorban a nyitási elektromotoros 
erő maximuma megközelítőleg
Ellenben a kondenzátoros induktorban a nyitási elektro­
motoros erő maximuma az
értéket közelíti meg. Csakhogy míg az előbbi abnormis nagy 
érték végtelen kis idő alatt eltűnik, addig az utóbbi csilla­
podása csekély.
Ha tehát az áram-megszakítás véges —  de nem igen 
kicsiny — időközökben történik, akkor a kapaczitásos induktor 
szekundér tekercsében nagyobb intenzitású áram fog létesülni, 
mint a kapaczitás nélküli induktor szekundér tekercsében.
Ha pedig az áramszaggatás végtelen kis időközökben tör­
ténik, akkor a kapaczitásos induktorban a még meg nem szűnt 
indukált áramok föltétlenül zavarólag hatnak a következő áram­
megszakítás által létesítendő indukczió lefolyására, ilyen zavar 
a kapaczitás nélküli induktornál nem fordulhat elő, ennélfogva:
A kapaczitásos induktorok csak akkor előnyösek, ha az 
áramszaggatás nem igen kis időközökben történik, ellenben az 
előnyt a kapaczitás nélküli induktorok részére kell írnunk.
Végül meg kell még emlékeznünk fejtegetéseink ideális karak­
teréről: midőn Hg-t mindig végtelen nagynak tételeztük fel, 
akkor hallgatagon azt mondtuk ki, hogy a szekundér tekercs 
elektródjai közé dielektrikumot iktattunk, ámde ennek az ellen­
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állása végessé lesz, ha a szikrázás megindul; áram-megszakí­
táskor a beiktatott dielektrikum ellenállását szintén végtelen 
nagynak tételeztük fel, jóllehet az kezdetben nem az, hanem 
csak a szikrázás csillapultával lesz azzá. Ettől az ideális állás­
ponttól ma még nem foszthatjuk meg kutatásainkat, de ez 
nem is fontos, mert hiszen némelykor nem annyira a tapasz­
talat elégtelensége, mint inkább a kutatásokban fellépő kom- 
plikácziók kényszerítenek bennünket a reálisnak ismert állás­
pontnak egy ideálisabbal való fölcserélésére.
4. Pl. A telefon cUfferencziálegyenlete.
A feladó és felvevő állomás telefonjai vezetővel összekap- 
csoltan, alkossanak olyan áramkört, melynek az ellenállása W, 
autoindukcziós együtthatója L. Ha az áramintenzitást s az 
elektromotoros erőt rendre: J, illetőleg E -\e  1 jelöljük, akkor 
a telefonban végbemenő jelenség tanulmányozására szolgáló 
egyenlet ily alakú lesz:
W J+ L  ^ Í r = E .  clt
Ha a feladó állomás telefonjának lemeze oly periodikus
2k-
rezgést végez, melynek periódusa •— , akkor világos, hogy E(1)
is ugyanilyen periodikus változáson megy keresztül, tehát
E  =  E 0 sin cut,
következőleg a telefon differencziálegyenlete:
L  — ■ +  W J  =  E0 sin cut.dt
Ezt már az első közlemény ß) pontjában megvitattuk.
V. Áramkörrendszerek változó ellenállással.
Ha az áramkörök konfigurácziója megváltozik vagy folyton 
változik, akkor a létrejött jelenség tanulmányozására szolgáló 
egyenletrendszer már korántsem oly egyszerű, hogy a már
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előbbi fejezetben említett ideális álláspont elfoglalása szük­
ségessé ne válnék.
De ha a reális természethez közel akarunk maradni, akkor 
azok a föltevések, melyek egyenletrendszerünk tárgyalását egy­
szerűsítik, már csak igen nagy óvatossággal választhatók meg.
S éppen ezért — nehogy ideális álláspontunknak nem egé­
szen óvatos megválasztása bennünket a reális természettől 
túlságosan messze vigyen — ezeknek a jelenségeknek általános 
tárgyalását elhagyom s csak néhány feladaton mutatom meg 
azt az eljárást, melyet jóval bonyolultabb egyenletrendszereink 
tárgyalásának egyszerűsítésére nézve követnünk kell, hogy a 
jelenséget, habár kissé idealizáltan is, könnyebben tanulmá­
nyozhassuk.
i. Az egyszerű mikrofon.
Ha az eddigi jelöléseinket megtartjuk, akkor rögtön belát­
ható, hogy az egyszerű mikrofonban lefolyó jelenség tanul­
mányozására szolgáló differencziálegyenlet:
L W  +  (W +  W° cos J = E ’ (VI)
hol o) az ellenállást megváltoztató rezgés frekvencziája. Az
L dJ_dt -f- (W +  11 cos cut) J  — 0 (VI')
differencziálegyenlet általános megoldása
(-£S - A e
Wo_
Lói
Ha már most A -1 t függvényének tekintjük s aztán J-nek 
ezt az értékét behelyettesítjük a (VI) alatt levő egyenletbe, 
akkor A  meghatározására egy oly differencziálegyenletet nye­
rünk, melyből
A  — An 4- u W , W0 ,—r~ t + —— sin lüt , L Liü dt, (40)
a, J0 és a-val egyelőre határozatlan konstansokat jelölve, legyen
Mathematikai és Physikai Lapok. XIX. 15
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E_
L
w, t + sin mtL Lai
W0 .+ sin cot La) / dl d~\-Jq sin (íot-\- d \
ha ezt az egyenletet differencziáljuk, akkor egy oly egyenletet 
nyerünk, melyet az előttünk levővel összevetve, nyerjük, hogy
cos wt j [a+ / 0 sin (<oí+a)] +
U1
H---r — (ül0 COS {(üt+ a ) ,Lj
honnan a még ismeretlen konstansok meghatározására az 




cüL  cos a +  W sin a a W 0
Jo
W cos a --  (ülj sin a =  0 ,
Ea = w  '■)













W  \VTo . \t + — — sin wt ) Lw J
Ennélfogva az egyszerű mikrofonban a staczionér állapot:
J  = E_ +  J _  ____ E o____
W  W  /  W ^+afL*
■ sin (űif+a). (43)
J-nek ez az értéke nem más, mint a (VI) alatt levő egyenlet 
egyik partikuláris megoldása, melyet úgy is meghatározhatunk, 
hogy a (VI) egyenletbe J helyett n-\-J0 sin {mt-\-a)-1 helyette­
sítünk, a nyert egyenletet, miután a WaJ0-tál szorzott tagot
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elhagyjuk, sin cut és cos cut szerint rendezzük; az együtthatók 
zérussá téve épen a (41) alatt levő egyenleteket szolgáltatják.
Eredményeink egyszerűségét azon ideális álláspontunknak 
köszönhetjük, melynél fogva W 0J0-1 mint végtelen kicsinyt el­
hanyagoltuk, miután ez az állásfoglalásunk —  ha E  nem vég­
telen, vagy W  nem végtelen kicsiny — a tapasztalással meg­
egyezik, azért a (42) illetőleg a (43) egyenlettel jellemzett jelen­
ség igen nagy megközelítéssel az egyszerű mikrofonban való­
ban végbemegy.
2 . Transzformátorom mikrofon.
A transzformátoros mikrofon két áramkörből áll, az elsőbe 
be van kapcsolva az £ j konstans elektromotoros erő, a mikro­
fon és a primér tekercs, a másodikba pedig a telefon és a 
szekundér tekercs. Az eddig használt jelöléseket megtartva a 
tanulmányozandó jelenséget tartalmazó differencziálegyenleteink 
ily alakúak:
Ha már most megfontoljuk, hogy az előbbi feladatban a
tapasztalással is támogatott ideális álláspontunknál fogva
hol i1 \V0 cos cut, mint végtelen kicsiny elhanyagolható, akkor 
még tekintettel arra, hogy
(VII)
dJ1 _ di1 
dt dt ’




a mi teljesen azonos a második közleményben tárgyalt transz- 
formatok (I') alatt levő differencziálegyenletrendszerével,1 a 
mivel aztán a transzformátoros mikrofon problémáját meg­
oldottnak tekinthetjük.
Ha a föntebb hangoztatott ideális álláspontunknak már az 
előbbi feladat (VI) egyenletében kifejezést adtunk volna, akkor 
annak megoldását már az első közleményben2 megoldott s az
egyenlettel jellemzett probléma megoldására vezettük volna 
vissza.
Suták József.
1 Math, és Phys. Lapok XVIiJ. évf. 1909. p. 138.
2 Math, és Phys. Lapok XVII. évi. 1908. p. 229.
Utalványczim: Math, és Phys. Társ. 5997. sz. cheque-számlájára.
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a mellékelt befizető-lapot előző évi hátralékos, illetőleg most már esedékes 
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Calderoni  mű- é s  tan sz ervá l la la t  r.-t.
Budapest, IV., Váci-utca 50.
Vetítőkészülék «Calderoni I»
Ezen készülék lámpa-szekrénye legjobb minőségű aczóllemezekből van 
készítve, eternit-béléssel és kitűnő szellőztető szerkezettel van ellátva, 
120 mm. átm. kettős megvilágitólencsóvel (Kondensor), hajtócsavarral ellátott 
objektív-foglalattal, egy ebbe illő kitűnő vetítési objektiwel, a finom beállítás 
részére szolgáló mikrometer-csavarral és tolószerkezettel ellátott kettős kép- 
váltó kerettel van felszerelve. A kondensor-lencsék a lámpatartó szekrényen 
kívül vannak elhelyezve és a lencsék közt felmelegedő levegő a kondensort 
tartó cső felső részén levő és egy kis fedővel borított nyíláson át távozhatik. 
A kondensor mögött egy kali-üvegből készített védőlemez van elhelyezve. — 
A készülék, mely egy áttört vastalapzatra van felszerelve, teljesen fémből van 
készítve. — A bronzból készített objektivet tartó előrósz egy mikrometer- 
csavar segélyével magasabbra és mélyebbre állítható. Az oldalajtóval és bár­
sonyból készült fónyelzáró-függönynyel ellátott készülék ára fenti felszerelés­
sel lám pa nélkül K 2 6 0 .—
h a r r  A tta r  középiskolák részére egy platina-barretter
___ 1 * állványnyal 2 0  k o r o n a . Bővebb leírással és a
barretterre vonatkozó czikkek különlenyomatával Magyarország részére szíve­
sen szolgál G á ti B é la ,  B u d a p e s t , V II., D a m j a n ic h - u t e z a  3 7 .  
A Gáti-barrettert Németországban Hans Boas, Berlin, Krautstrasse 52., Angliá­
ban Robt W. Paul, New-Southgate, London N., Francziaországban Zivy et Co, 
Boulevard Magenta 28. Paris, Oroszországban 0. Richter pers. de l’amirautó 
No 4. St. Petersbourg, képviseli. A legáltalánosabb és legelterjedtebb váltakozó 
áramú mérőeszköz és demonstrácziós készülék a gyenge áramú elektro­
technikában s e mellett a legmodernebb és legolcsóbb is.
OÁTI-féle
Vetítőkészülék «Calderoni I. H.»
Ezen készülék, mely ugyanolyan szerkezetű mint a túloldali, egy általunk 
szerkesztett hűtővel van még ellátva, mely a megvilágító lencsék közé van 
iglatva. — Ezen felszerelés vetítő készülékünket a legtökéletesebb ilynemű 
készülékké avatja. Ara lámpa nélkül K 3 5 0 .—
A vetítőkészülékeinkhez felszerelt hajtócsavarral ellátott objektív fog­
lalatba tetszés szerinti (í különféle gyúlávolságu vetítési objectivet lehet 
elhelyezni, melynek gyútávolsága 450, 200, 250, 310, 355, 405, mm. — 
Minden készülékhez a fentjelzett árban csak egy darab ilyen vetítési objektiv 
tartozik. — Minden további objektiv ára darabonként K 24 .—
Yetitőkés/ülékeink a merőleges és vízszintes síkban végbemenő vetítésre, 
valamint mikroskopikus vetítésre is, úgyszintén színképek, interferenciális 
tünemények, fényelhajlási, fénysarkitási és kettős törési kísérletek stb. vetí­
tésére is alkalmasak. Ezen mellékeszközökről addig is, mig az ezekről szóló 
külön árjegyzékünk meg fog jelenni, kívánatra szívesen küldünk részletes 
költségvetéseket. Vetitőkészülékeinkel — melyek a legtökéletesebbek— tetszés 
szerinti fényforrással, u. m. villamos ívfénynyel, mészfénynyel, acetylónnel, bor- 
szesz-izzófénynyel stb. szállítjuk.
E lek tro m o s ív lám p a
legjobb minőségű és felette erős 
szerkezetű (mellékelt ábra szerint) 
mely hajtócsavarok segélyével 
minden irányban könnyen moz­
gatható, HO—220 volt feszült­
ségű egyen- vagy váltóáramhoz,
5—50 Ampere áramerősségig hasz­
nálható. Ára K 120. —
E lek tro m o s ív lám p a  *
egyszerűbb és könnyebb szerke­
zetű. Ára K 9 0 . —
B o r sz esz -izz ó fén y lá m p a  légsűrítővel ellátva, mely 300 gyertya­
fény erejű világítást szolgáltat. Ára teljesen felszerelve K 5 0 .—
H árom láb ú  a sz ta lá llv á n y , mely bajtócsavar-szerkezet segé­
lyével magasabbra és mélyebbre állítható, felső lapja pedig a vetítőkészülék 
által esetleg megkívánt szög alá, illetve ferde állásba hozható. Ára K 1 1 0 .—
V etítési e r n y ő  finom vászonból 200 cm. négyzetben, gyűrűkké' 
ellátva. Ára K 8 .—
E rnyő -  á llv á n y  fenti ernyő részére, mely könnyen és gyorsan 
szétszedhető. Ára szekrényben K 3 0 .—
V etitesí e r n y ő k  zsinórral felhúzható szerkezettel. — Ezen ernyők 
legczélszerübben a falra erősítendő 2 vastámaszra szerelendők, azonban 
bárhová, esetleg közvetlenül a falra is felerősithetők. — Az ernyők árai 
a következők :
______200_____ 240_____ 300_____ 300______ 420_____480 cm. négyzetben
Ára 4 5 .— « 5 . -  9 0 .— 1 4 5 .— 2 0 0 .— 2 4 0 .— korona.
Calderoni m ű-és tanszervállalat részvénytársaság, Budapest, IV., Yáci-utca 50.
Részletes nagy árjegyzék vetitőkészülékeinkről m unkában  van.
F ra n k lin -T á .rs u la t  n y o m d ája
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A M athem atikai é s  P hysikai Lapok évenként 8, leg a lá b b  3 ívnyi 
füzetben  jelennek  m eg, m ég  pedig, a  n y á r i hónapok k iv é te lév e l, m in­
denkor a  h ó  m ásodik fe léb en . Az egész  évfolyam  24 3 0  ív  terjedelm ű  
lesz . E lő fizetési ára 10 k oron a . A M athem atikai és P h y sik a i Társulat 
tagjai ta g sá g i díjuk fejéb en  kapják.
T ársu la ti m on d an iva lók . A tizenkilenczedik társulati év 1910 január 
1-én kezdődött.
A tagsági dij (Budapesten 10 korona, vidéken 6 korona (az Alapszabá­
lyok VII. 12. §-a szerint az év első negyedében esedékes. Kérjük t. Tagtársain­
kat, szíveskedjenek a tagsági díjat a társulat pénztárnoka: Lévay Ede főgymna- 
siumi tanár (VI., Nagy János-utcza 37.) czímére beküldeni. A mult évekről 
hátralékban levő t. Tagtársainkat sürgősen kérjük a tagsági díj beküldéséért.
A Math, és Phys. Lapok I. és III. évfolyama már csak nehány teljes 
példányban van meg és csak az egész sorozat megvételével szerezhető be. 
Az I. kötet ára 10 korona, a többieké 6—6 korona.
A z első és h arm adik  évfolyam  első füzetjét két-két koro­
nával vá ltju k  be.
R en d es  ü lések . A társulat üléseit rendszerint minden hónap első és 
harmadik csütörtökén tartja a tud. egyetem physikai intézetében (VIII., Eszter- 
házy-u. 3), d. u. 6 órakor. Az előadások tárgyát -— egy mathematikai és egy 
physikai tárgy — 2—3 nappal az ülés előtt a napi lapokban kihirdetjük.
A tagajánlások a társulati ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok 
Kövesligethy Radó ügyvivő titkár czímére VIII., Sán d or-u tcza  8. intézendők.
A folyóirat szellemi részét illető küldemények (czikkek, feladatok, kérdé­
sek, stb.) a szerkesztőkhöz küldendők ; a mathematikai tái'gyúak fíados Gusztáv, 
IX., F eren cz-k örú t 38 . sz., a physikai tárgyúak pedig Kövesligethxj R. 
czíme alatt. A reclamatiók, czímváltozások a pénztárnokhoz intézendők.
Igen tisztelt munkatársainkat értesítjük, hogy a választmány határozatá­
ból a szokott 25 különlenyomatot ezentúl üres borítékkal adjuk; nyomtatott 
borítékot csak külön kívánságra, a megfelelő nyomdai költségek felszámítá­
sával adhatunk.
WF A. reclam atiók , cz ím vá ltozások  a  p én ztárn ok h oz in tézendők .
AZ HADAMARD-FÉLE DETERMINÁNSTÉTEL 
EGY ELEMI BEBIZONYÍTÁSA.
Legyen
D  — Á A  . . .  onn
egy n-edfokú determináns, melynek elemei tetszésszerinti kom­
plex számok; az dik szám konjugált értékét jelöljük %-val. 
Akkor D konjugált értéke
D  A dl U j 1^22 • • • (X'nn •
Hadamard 1 a determináns absolut értékére felső ha tá rt adott, 
a mennyiben bebizonyította, hogy
I R  DL) — nil ^1 1 ^ 2 2  * • • cnn " ■ ^ 1 1 ^ 2 2  . . . Cnn , (I)’
a hol
Cjfc =  diidklL~aiVflia-\- • •'~Lainßkn •
E tétel levezetése czéljából Hadamard a következő általá­
nosabb tételt bizonyítja b e :
D D ^ ( I ± 1^1^ 22 * * • n^—1, n— l) • Cnn • (ii)
M in th o g y  e té te l t  a z  in te g rá le g y e n le te k  e lm é le té b e n  a lk a l­
m azzák , ta lá n  n e m  le s z  é rd e k te le n , h a  o ly  b iz o n y ítá s á t  köz­
löm , m e ly  a  d e te rm in á n so k n a k  c s u p á n  le g e lem ib b  tu la jd o n ­
sá g a ira  tá m a sz k o d ik , e z u tá n  p ed ig  a  (II) té te ln e k  FiscHERtől 
a d o tt  á l ta lá n o s í tá s á t  v e z e te m  le rö v id e b b  ú to n , a  fo ly to n o s
1 Bulletin des sciences mathematiques (2), XVII (1893). Resolution 
d’une question relative aux determinants.
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függvényekre vonatkozó WeiersTRAss-féle tétel felhasználá­
sával. 1
1. Az adott determinánst — értékének változtatása nél­
kül — ily alakra transformálom:
úgy hogy elemei közt a következő relácziók álljanak fenn:
a mit úgy fejezek ki, hogy a sorok egymáshoz orthogonálisok 
legyenek.2 
És ekkor
A transformátiót a következő lépésekben érem e l :
A determináns első sorát változatlanul meghagyom; lesz 
tehát
A második sort az első sorhoz orthogonálissá teszem az 
által, hogy helyébe ezt írom:
CE^ i ^ '2 1  I ’^ 1 1 ^1 1  > ^ 2 2  I x i\an, ) • • m  O-ln ^2n~h^iialn i 
a hol is írn-t úgy határozom meg, hogy
a iäH------- K r,2n +  íC n«ln) aln '
Most a harmadik sort az előzőkhöz orthogonálissá teszem 
az által, hogy helyébe ezt írom:
GCg  ^—  -  3 1 " h 1 2 ^ 1 1 1 *^22^21 ’ ‘ * 5 ® 3n  >
1 Más bebizonyításokat illetőleg v. ö. W irtinger : Monatshefte f. Math, 
u. Phys. 1907. — Fisch er : Archiv der Math. u. Phys. Bd. 13, (1908).
2 Ha ............ ... valósak és egy vektor koordinátái az n-dimenziós
té rb en , akkor a relácziók azt fejezik ki, hogy a vektorok egymásra merő­
legesek. Analog elnevezést vezetett be függvényekre H ilbert.
+  ------b«in«/.-n — Tik — 0
DD — ynY22 * • • Tnn • (;r)
—^11 > ^12 > . . . .  CL\fi din •
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a  hol tehát x n  és x n  az
(^31 ^11 "1” ’"" +("8,rL^i»«ln) aln — 0,
(^81  1 ‘^'22®íl^ ®21 ú -  * * * ~ h  ( d 3 n  4~  ■^sjö£2n) ^ 2 n  =  t)
•egyenletek által vannak meghatározva.
Ezen eljárást folytatom mindaddig, míg csak az utolsó sor 
is az összes előzőkhöz orthogonálissá nem lesz.
Ezen eljárás egyértelmű, mert az íc-eket successive a lineáris 
egyenletekből kiszámíthatom, ha csak nem lesz valamely x  
együtthatója zérus, de ez azt jelentené, hogy valamely i indexre
( X n  - 0 , 6 £ /2  —  0 , . • . , (X ín  = =  0
és ezen esetet a tárgyalásból kizárhatjuk, mivel ekkor D = 0 
és a tétel triviálissá lesz.
A bebizonyítandó tételre most már az a fontos körülmény 
vezet, hogy az egyes lépések a cucí 2 . . .  c„„ szorzatot nem 
nagyobbítják, legfeljebb változatlanul hagyják. Mert az első 
sor nem változott, tehát
cn =  Tn í
a második sor változása csupán a cäa tényezőt változtatja; és 
pedig x u úgy van meghatározva, hogy az
(a21-j-Xan) (ä21-\-Xäu)-\------- H ^ n  +  ^ ö ln ) (Ü 2n+#«ln) =  <p (x)
kifejezés x = x iy mellett minimummá lesz; ugyanis <p{x) az
X  ( « n « u 4 --------b « l n « l n ) ’ +




(a l l « l l + ' "  +  a ln « ln )2 .
=  </>(%)
szorzattól csak egy additív állandóban különbözik, tehát <p{x) 
minimuma helyett <p(x) minimumát vizsgálhatom; <p(x) pedig 
sohasem negativ, tehát minimummá lesz, ha a zérus értéket 
veszi fel, a mi épen az x —x n  helyen következik be. De mi­




Hasonló megjegyzés érvényes a harmadik sor változására; fön­
tebb kimutattam, hogy azon a-érték, mely az a^i+ xan(i= í, ...,ny
sort az «íj (i— 1 .........n) sorhoz orthogonálissá teszi, egyúttal*.
az 2  (äji+ääii) kifejezést minimummá teszi, tehát
( i )
most is — mutatis mutandis — azon érték, mely az
(i= l>  • • • > w) sort az cm ( i = l , . . . ,  n) sorhoz.
orthogonálissá teszi (a?9-t egyelőre határozatlan paraméternek-
tekintve) egyúttal a 2  { (h i+ ^ a u + x ^ i)  (ä g i+ x ^ u + x ^ i)  ki­
te
fejezést minimummá teszi, a mi az a?1=a:lí érték mellett követ­
kezik be és továbbá mondhatom, hogy azon érték, mely 
az a s i+ x ^ a u + x ^ i  (»= 1 , . . . ,  n) sort az a® (* = 1, . . . ,  n) sor­
hoz orthogonálissá teszi, egyúttal a
2  (a8i+*i*aii+  £*««) (d3i +  t£ia«li +  d?2«2i)
(*)
kifejezést minimummá teszi. Ezzel be van bizonyítva, hogy
^33  =  f s a  •
Világos, hogy a többi sorok változására nézve analog meg­
jegyzés érvényes, úgy hogy továbbá
Úí4 1 / 4 [ . • • * , Cnn =  Tnn •
Ezen egyenlőtlenségeknek és a (y) egyenletnek az egybeveté­
séből következik, hogy
1^1^22 ' * • **nn  ^DD, (I )•
a mi épen bebizonyítandó volt.
Közvetlenül világos, hogy (I')-ben az egyenlőségi jel lesz: 
érvényes, ha a c»i-k valemelyike eltűnik (azaz d n = 0 , a,2= 0 , . . . ,  
ain— 0 ), vagy ha Cik=0 bármely *-re és k-ra (f=t=fc); de csakiä 
ekkor, mert ha ezen feltételek egyike sem teljesül, akkor a 
bemutatott módon áttérhetek egy másik D értékű determinánsra 
úgy, hogy a felső határ kisebbedik, tehát nem lehetett már 
a minimális.
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A bebizonyítás menetén mit sem kell változtatnunk, hogy 
.a tételt tetszésszerinti mátrixokra is bebizonyítsuk.
2. A (II) tétel FiscHERtől eredő általánosítása a következő:
Legyen
«11 • • • & ln
(Imi • • • ((m n
•egy tetszésszerinti m atrix, akkor
MM  =  AJ; . • • Cmm ^  ib t'i i • • ■ í’pj) (— ÍCp+1, j + 1 • Cmm) (d l) 
vagy röviden
M M ^ r (a ik)
p jelentheti az 1 , 2 , . . . ,  m — 1 számok valamelyikét.
Három esetet különböztetek m eg :
aj Az első p oszlop minden /j-adfokú aldeterminánsa el­
tűnik ; ekkor a tétel triviálissá lesz (MM—0 ).
ß) A /'-ban szereplő /j-adfokú aldetermináns kivételével, az 
-első p oszlop többi /?-adfokú aldeterminánsa eltűnik; ekkor 
(M)-ben az =  jel lép érvénybe.
y) A 2 '± cuc22 . .  . ceo aldeterminánson kívül képezhető még 
az első p oszlopból legalább egy />-adfokú aldetermináns, mely 
mem tűnik el.1
Ez esetben az általánosság megszorítása nélkül feltehetem, 
ihogy valamely A>ra, a mely nagyobb ^-nál,
. . .  Cf,Q =1= 0 .
Most a matrix aik elemeit változóknak tekintem, úgy azon­
ban, hogy
• • • c„„ =  Konstáns >  0 (F )
Jegyen, a mivel az a)  esetet kizárjuk.
Azaz tekintem a mátrixok egy m n — 1 dimenziós halmazát, 
.melynek az adott M  matrix csak egyik egyede. Mivel f  az
1 Egy negyedik eset n em  képzelhető.
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aik elemek folytonos függvénye és mivel értéke zéruson felül' 
marad, azért van minimuma, ha az (F) föltétel teljesül. Tegyük 
föl, hogy e minimumot például az
un . • n
Kmi •
matrix elemeivel érjük el; ha be tudom bizonyítani, hogy 
erre a mátrixra a ß) eset áll be, akkor tételünk már be is 
van bizonyítva, mert hiszen akkor a ß) esetnek megfelelően 
volna
r min. =  r  (uik) =  MUMU =  Konstáns,
tehát
r (a lk)^M M ,
a mi épen a bebizonyítandó tétel. Hogy pedig az Mu mátrixra 
tényleg a ß) eset áll be, azt következőképen mutatom k i: 
Fölteszem az ellenkezőjét, akkor a y) esetnek megfelelően
a hol
. . .  Zyy ^  0 ,
Zik —  UnÜklß- UiziikV- ] ------- \-Uirftkn »
és ekkor x-t meg tudom úgy határozni, hogy az
u tl+ xu kí • • ^1  n ~ \ ~ ^ ^ k n
' _
u  —
u21 • • ^ 2  n
W m l • • • ^ m n
mátrixhoz tartozó r(M 'u) érték kisebb legyen a minimumnak 
felismert r{Mu) értéknél, a mi ellentmondásra vezet. Ugyanis 
r(M 'u) és r(M u) csupán az első tényezőben különböznek egy­
mástól; ezen első tényező f(ÍV/tt)-ban:
Z l l • • Z l y u l t  . • n ü n  . . U [ n
U v  1 . • 'U'QYl
és a megfelelő tényező f  (íVÚ)-ban :
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Un + x u kl
»21
• • • ^ln “f" QC'M'kn
• • • ^2n
un + x u k 1 
»21
• • •
• . . Ü% n
• • • 'Mqyi Üqx • • • Wqyi
avagy a mátrixok szorzásának szabálya szerint kifejtve, e szor­
zat ily alakú
Á- feless • • . Zqq~\~x E I 
Á ~ X X  2 Á l  Z k k Zie, .  ,  .  Z qq
és ez x  megfelelő választása mellett nyilván kisebbé tehető 
2 ± z n . . .  zfp-nal, mivel x  együtthatója — feltételünk értel­
mében — a zérustól különböző.
Ezzel tételünk teljes egészében be van bizonyítva.
Világos, hogy (M)-ben az =  jel lesz érvényes az a) és ß) 
esetekben; de csakis ekkor, mert a y) esetben — miként 
láttuk — r  értéke nem minimális.
A tételt ismételten alkalmazva r  egyes tényezőire, nyerjük, 
hogy
jV M ^(^ iC n • • • cei(»i) ( ^ i cp,+i, e,+i ■ • - ^jjj) • • •
. . .  (^ Ál 1, Pfc+l • • • Cmm)
* * - < p k < m ) .
A mely egyenlőtlenség a (II) tételt és ennek FiscHERtől e red ő  
általánosítását mint specziális e se te k e t  magában foglalja.
Szász Ottó.
INTEGRÁLHATÓ FÜGGVÉNYEK SOROZATAI.
(Második és befejező közlemény.)
5. L ineáris in tegrá legyen letren d szer, m elyben az  
együttható fü ggvén yek  norm ált, orthogonális  r en d ­
szert alkotnak.
Az előző fejezetben bebizonyított tétel alapján könnyen 
válaszolhatunk a következő kérdésre:
Jelentse {a* (a?)} az [L2] osztályba tartozó függvényeknek egy 
,iorthogonális, 1 -re normált vagyis olyan rendszerét, , melyre
b h
J  [«»(x)]2dx  =  1 ; j at (x) ctj ( x )  d x  =  0 . 1 a^j) (1 1 )
a a
Az a,i(x) függvények mindegyikéhez egy-égy c4 számot ren­
delünk. Létezik-e olyan £ (x) függvény, hogy minden i-re
h
j  cti (x) ? (x) dx — Ci,
a
és a mely minden olyan függvényre, melyre az összes aL (x) 
függvények orthogonálisak, szintén orthogonális ?
Ha ilyen $ (x) függvény létezik, akkor a
1 Schmidt Erhard egy tétele szerint az ilyen rendszer véges vagy meg­
számlálható. Bár Schmidt tételét csak folytonos függvényekre fogalmazta 
meg, az az egész [L2] osztályra érvényes és úgy az ő bizonyítása (Sur la 
puissance des systémes orthogonaux de fonctions continues, Paris, Comptes 
Rendus, 10 décembre 1906.) mint az enyém (Sur les ensembles de főne. 
tions sommables, Paris, Comptes Rendus, 12 novembre 1906) az [L2] osz­
tályra kiterjeszthető.
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u n u yí
j  [$ (x ) — 2  W i  {x)]ld x  =  f [f (x)]*dx — 2  cf ( 1 2 )
rt a
'Bessel féle egyenlőségből következő
TI ^
É ct = J  [£(x)]Vx
i=1 a
egyenlőtlenség alapján léteznie kell a
2 c f ,  (13)
i
az összes f-kre képezett összegnek. Ennek az összegnek a 
létezése tehát szükséges föltétele a £{x) függvény létezésének. 
Megmutatjuk, hogy ugyanez a föltétel elegendő is.
Jelentse f (x)  az [L2] függvényosztály tetszésszerinti függ­
vényét. Fölteszszük, hogy (13) létezik. A BEssEL-féle egyenlő­
ség  alapján következik, hogy a
b b
2 [ /  «i <>') /(aj da1]1 j  [f (x )] -üx
1 a a
■ összeg is létezik. A két összeg létezéséből a CAucHY-féle,
■ egyenlőtlenség alapján következik a
b
2  Cijdi (x) f{x) dx  (14)
* a
összeg létezése.
Értelmezzük a 5[f(x)]  operácziót oly módon, hogy az [-L2] 
osztály minden f (x)  függvényéhez a megfelelő (14) alatti össze­
get rendeljük. Világos, hogy az operáczió disztributiv. Az
■ operáczió egyszersmind határolt is, mert
b b
[  X  C i j  a ‘ (aj /(aj ( l x f  =  x  C i X  [ J ° i  (aj /(aj d x f  =
1 a * * a
b
=  X c 'i j [f(x)T'dx.
* a
A 3[f(xj]  operáczió e szerint lineáris. Az előző fejezetben
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bebizonyított tétel alapján tehát van olyan £ (x) függvény, hogy' 
minden f(x) függvényre
3[f(x)] =  j  £(x)f (x) dx.
a
Ha f(x) — cii{x), akkor a (11) egyenlőségek folytán
3[f(x)] =  d;
tehát
b
j  £ (x) cii (x) dx =  C j.
a
Ha pedig valamennyi i-re
b




j  £ (x) f(x) dx — 3  [fix) =  2  Ci J  di (x) f(x) dx =  0.
a ‘ o
A £(x) függvény tehát kielégíti a kérdésünkben m egszabott 
mindkét követelést.
Megmutatjuk még, hogy nincsen még egy £(íc)-től lényege­
sen különböző olyan £' (x) függvény, mely ama követeléseket 
szintén kielégíti. Ugyanis, ha £ '(x) ilyen függvény, akkor min­
den i-re
b
j  di (x) [£ (x)—£' (a:)] dx =  C i—  Ci =  0 ;
a
vagyis a £(pc)—£'{x) függvény az összes di(x) függvényekre 
orthogonális. Tehát úgy £ (x) mint £’ (cc) orthogonálisak a 
£(x)—£'(x) függvényre, minélfogva ez önmagára orthogonális. 
Vagyis nullfüggvény.
Megmutatjuk még, hogy




j  [£ (x)]\lx =  5  [£ ix)] =  % c t f  di (x) £ (x) dx =  2  c l
o ‘ a
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Végül (15)-ből a (12) alatti egyenlőség alapján
b n
lim J [£ (x) — 2  Ci<*» (x)]*dx — 0 .
Az ebben a fejezetben nyert eredményeinket a következő 
tétellel foglaljuk ö ssze :
Ha {üíte)} a függvényeknek egy orthogonális, 1 -re normált' 
rendszere, úgy az
b
j  cii(x) £ (x) d x  =  Ci tt-i, a,...)
a
egyenletrendszernek akkor és csak akkor van az [L~] osztályba 
tartozó megoldó függvénye, ha az összes i-kre kiterjesztett
V cf
i
összeg létezik. Ha ez a föltétel teljesítve van, akkor az egyem - 
Útrendszernek van egy és lényegben csak egy olyan megoldó • 
függvénye, mely minden az összes a, (x ) függvényekre ortho­
gonális függvényre szintén orthogonális. Erre a E {x) függ­
vényre
b b
J [£ (x)]*dx — v  =  lim J [E (x) — V aoi (x)]2dx  =  0 .
o » n=0° a
Tételünknek fontos korolláriuma a következő :
Ha {a; (a?)} a függvényeknek egy orthogonális, 1 -re normált' 
rendszere és ha az [Z/2] osztályba tartozó f(x) függvény minden 
az összes a.i (x) függvényekre orthogonális függvényre szintén ■ 
orthogonális, akkor
b b
J [f(x)]Ulx — 2  [ J cu (x) f{x) dx]® =
a * a
* n ?
=  lim J [f(x) — 2  «»(*) J «i (2/) /■(«/) =  0 . (16)1
n = »  o *=1 a
Különös fontos az az eset, ha a nullfüggvényeken kívül ' 
nincsen olyan függvény, mely valamennyi Oi(x) függvényre 
orthogonális, vagyis más szóval, ha az {«i(x)} rendszer az [L2]
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függvényosztálynak egy teljes rendszere. Ebben az esetben a 
(16) határegyenlőségek minden az [L2] osztályba tartozó f(x) 
■függvényre érvényesek. Ilyen teljes rendszert alkotnak például 
a (0, 2?r) közön értelmezett, a FouRiER-féle sornál föllépő
1 1  1 1 1 . .r— , _ _cos x, — sin x , ..  . ,  —  cos ix, ■ _  sin i x , . . .
y  2 tt y  7T y  n  y  tz y  íz
függvények. A korolláriumként megfogalmazott tételt arra az 
esetre, hogy a benne szereplő orthogonális rendszer a fönti 
FouRiER-féle, Fatou bizonyította b e ; 1 2 miután már az [L2]-nél 
szűkebb függvényosztályokra való érvényességét többen meg­
mutatták. A tétel különösen triviálisan kéznélfekvő abban az 
•esetben, midőn az f ( x ) függvény FouRiER-féle sora egyenlete­
sen összetartó.
<í. In tegrálra erő sen  összetartó függvénysorozatok.
Fischer tétele.
Az előző fejezetben származtatott tételnek érdekes általá­
nosítása FiscHERnek egy tétele, melyet a jelen fejezetben is­
mertetünk.'2
Hogy a tételt egyszerűen fogalmazhassuk, előbb nevet adunk 
egy konvergencziafogalomnak. Az {/j (x)} függvénysorozatról azt 
mondjuk, hogy a sorozat integrálra erősen tart az f  (x) függ­
vényhez, ha
b
lim f  [f (x)—fi (.r) ] 2 d x  =  0.
1 P. Fatob : Séries trigonométriques et sértés de Taylor, 1. cit. p. 379.
2 E. Fischer: Sur la convergence en moyenne, 1. cit. F ischer tétele 
különben a FouRiER-sorokra adott tételemből, mint a mely különben is 
tökéletes kapcsolatot létesít az összetartó négyzetösszegű, megszámlálhatóan 
végtelen sok változó analízise és a függvényanalizis megfelelő feladatai 
közt, Schmidt egy analog konvergenczia-tételének (Über die Auflösung 
linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten, Palermo, Rendi- 
conti del Circolo Matematico, t. XXV (1908) p. 59.) felhasználásával is 
■származtatható.
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Az előző fejezetben származtatott tételünk egy lényeges 
pontját az új elnevezés alkalmazásával a következőképen fogal­
mazhatjuk meg: Ha a 2.’ cf sor összetartó, akkor létezik olyan. 
í( x )  függvény, hogy az
n
S»(x) =  V Ciüi(x)
i = l
függvények sorozata integrálra erősen a $ (x) függvényhez tart. 
A $(x) függvény ezen tulajdonsága alapján a többi tételünk­
ben részletezett tulajdonság könnyen fölismerhető.
Ha még tekintetbe veszszük, hogy az a föltevés, hogy a 
2  cf sor összetartó, úgy is fogalmazható, hogy
b
lim J [sn (x)—sm [x)]\lx =  0 ,
m =  oo, n =  <x> a
a k k o r v ilá g o sa n  lá lju k , hogy m ik é n t i l le sz k e d ik  be té te lü n k  a 
k ö v e tk ező  FiscHER-féle t é t e lb e :
Annak, hogy valamely megadott {fi(x)} függvénysorozathoz 
létezzék olyan f(x) függvény, mely felé a sorozat integrálra 
erősen konvergál, szükséges és elegendő föltétele, hogy
b
lim J [fn (x)—fm {x)]hlx — 0
m=  oo, n — oo a
legyen.
A föltétel szükséges volta világosan következik a (2) alatti 
egyenlőtlenségből ( n = 2 , ^ = ^ = 1, f1{x)=f.(x)—fm(x), f2(x)=  
f n(x)—f{x)). Hogy a föltétel elégséges is, azt a lineáris ope- 
ráczió integrálelőállításáról szóló tételünk segítségével egész 
hasonló módszerrel mutathatjuk meg, mint a melyet az előző 
fejezetben alkalmaztunk.
Jelentse ugyanis g (x) az [I J j függvényosztály tetszésszerinti 
függvényét. Az
h b b
[ J ífn(x)—fm (x)] g (x) d x f  zA J  [fn{x )-f,n {x)]hlx j  [g {x)[Hx
a a a
e g y e n lő tle n sé g  a la p já n  k ö v e tk ez ik , hogy h a  csak  fö lté te lü n k  
te lje s ítv e  van , ügy  lé tez ik  a
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b
lim  J fn (x) g (x) dx
« = *  a
határérték. Értelmezzük az F[g(x)] operácziót oly módon, hogy 
minden g(x) függvényhez a megfelelő határértéket rendeljük. 
Világos, hogy az operáczió disztributiv. Hogy az operáczió 
határolt, az a ScHWARz-féle egyenlőtlenség alapján könnyen 




integrálértékek egy véges határ alatt feküsznek. De a (3) alatti 
egyenlőtlenség alapján
b 1 b L b
[ [ /  [fn (xyfdxj -[jlfm (x)]S(te]2J' g  J  [fn (x ) - /m (x)]2dx
a a a
és ennélfogva a (17) értékek növekvő n-nel egy határértékhez 
tartanak; tehát egyszersmind véges határ alatt is feküsznek.
Az F[g(x)] operáczió e szerint lineáris. Létezik tehát olyan 
f(x) függvény, hogy az [L2] osztály minden g(x) függvényére
b
F [g (x)] =  ) f  {x) g (x) dx.
a
Megmutatjuk, hogy az {fn (x)} sorozat integrálra erősen tart 
az f(x) függvény felé.
A föltétel szerint minden tetszésszerint kicsiny pozitív s 
számhoz van olyan n, hogy ha csak h, k ^ O ,  úgy
b
j  ífn+k (x) fn+h (X)]\(X e2.
a
A ScHWARz-féle e g y e n lő tle n sé g  a la p já n  t e h á t
b b
[j[f{x)-fn+h{x)]g{% )dx\* =  [F[g(x)] — j  fn+h{x)g (x) d x f  =
a a
b b
=  lim [ /  ífn+k ( x ) - f„ +h (x)] g (x) dx]1 <i e* J [g (x)]*dx.
a a
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Tegyünk g(x) helyére f (x)—f„+h{x)-et; akkor
b




lim J  [f(x)—fn (x)]^dx =  0 ;
» - “ a
-vagyis az {/«(*)} sorozat integrálra erősen az f (x )  függvényhez 
.’konvergál.
Megmutatjuk még, hogy lényegben csak egy olyan f ( x )  
függvény létezik, mely felé az {fn (xj) sorozat integrálra erősen 
konvergál.
Ha ugyanis f(x), f  (x) két ilyen függvény, akkor a (2) alatti 
• egyenlőtlenség alapján minden n-re
b k b
[ J { x j ] * d x §  ^  [ j  [f{x)—fn (x ) ]*dx j+
a a




j  (x)]*dx =  0.
a
A két függvény különbsége tehát nullfüggvény.
Megjegyezzük még, hogy a (3) alatti egyenlőtlenség alapján, 
ha^az {fn {x)} sorozat integrálra erősen tart az f i x )  függvény­
hez, úgy
b b
j  { f { x ) fdx  =  lim j  [fn (x)]2dx.
a « = ”  a
Integrálra erősen konvergens sorozat és határfüggvénye
tetszésszerinti számmal, sőt tetszésszerinti integrálható hatá­
rolt függvénynyel szorozható. A (2) alatti egyenlőtlenség alap­
ján pedig könnyen következik, hogy ha végesszámú integrálra 
erősen összetartó sorozat megfelelő függvényeit összeadjuk, az 
így nyert sorozat integrálra erősen tart a határfüggvények 
összegéhez.
236 RIESZ FRIGYES.
7. Integrálra összetartó  függvénysorozatok. A lineáris, 
operáczió  és az in tegrálra összetartó  sorozatok.
Jelentsen
b
A [fix)} = J a (x) f{x) dx
a
egy tetszésszerinti lineáris függvényoperácziót. Ha az 
sorozat integrálra erősen az f(x) függvényhez tart, akkor az
b b b
[ J a (x) [f{x)—fi (x)} d x f ^  j  [a (x)}hlx f  [f(x)—fi (x)]*dx
a a a
egyenlőtlenség alapján következik, hogy
lim A [fi (x )] =  A lf(x )].
Í= oo
E szerint a lineáris operáczió az integrálra erősen való össze­
tartásra nézve folytonos operáczió.
Megmutatjuk, hogy van olyan általánosabb konvergenczia- 
fogalom, melyre nézve minden lineáris operáczió szintén foly­
tonos.
Az {fi{x)} függvénysorozatról azt fogjuk mondani, hogy
integrálra az f ix ) függvényhez tart, ha
1. az
b
J  [ fiix^d x
a
értékek egy határ alatt maradnak;
2 . az (a, b) közben fekvő minden f  helyre [a <
J f(x) d x  — lim J fi [x) dx.1
1 Az integrálra nézve való összetartás fogalmát első ízben «A lineár 
homogén integrálegyenletről» ez. dolgozatomban (Mathematikai és Ter­
mészettudományi Értesítő XXVII. k. (1909) pp. 220—240.) értelmeztem és 
alkalmaztam. A 2. pontban foglalt föltevést ott nem az (a, g) közökre  ^
hanem az (a, b) köz összes mérhető halmazaira fogalmaztam m eg; ez, a 
mint látnivaló, fölösleges.
Az integrálra erősen összetartó sorok az új értelmezés sze­
rint is összetartok és pedig ugyanazon függvényhez tartanak. 
Hogy azonban az új értelmezés az előbbinél általánosabb, 
annak egyszerű példái a sin (fai) és cos (ix) ( í= l ,  2 , . . . )  soro­
zatok ; ezek a sorozatok bármely véges közön integrálra 0 -hoz 
tartanak, ellenben integrálra erősen nem összetartok.
Az i m é n t  é r t e l m e z e t t  k o n v e r g e n c z i a f o g a l o m  e g y é b k é n t  n e m  
c s u p á n  a z  a n a l ó g i á r a  s z o r í t k o z ó ,  h a n e m  b e n s ő  ö s s z e f ü g g é s b e n  
v a n  a z z a l  a k o n v e r g e n c z i a f o g a l o m m a l ,  m e l y e t  H i l b e r t  v é g t e l e n  
s o k  v á l t o z ó  t e l j e s e n  f o l y t o n o s  ( v o l l s t e t i g )  f ü g g v é n y é n e k  é r t e l ­
m e z é s é r e  a l k a l m a z .
Megmutatjuk, hogy ha az {/)(#)} sorozat integrálra az f  (x) 
függvényhez tart, akkor az fix) függvény is az [L*] osztályba 
tartozik és
b b
J a [x)f (x) dx  =  A [f(x)\ =  1 im A [fi (a?)] =  lim J a (x) fi (x) dai.
a i=°° *=“ a
Az, hogy f(x) az [L2] függvényosztályba tartozik és hogy 
négyzetintegrálja G2, a 3. fejezetben származtatott kritérium 
alapján a (9) alatti egyenlőtlenség alkalmazásával következik 
az 1. és 2. föltevésekből. A mi állításunk második részét illeti, 
annak igazsága abban az esetben, ha a(x) olyan függvény, 
mely csupán végesszámú részközön vesz föl közönkint külön­
böző értékeket, az értelmezésből közvetlenül következik. Min­
den ilyen a(x) függvényre e szerint tényleg
b
lim ja  (x) [f(x )—fi (a?)] dx =  0 .
« = “  a
Ha már most a(x) az [L2] osztályba tartozó tetszésszerinti 
függvény, d'2 pedig tetszésszerint kicsiny pozitív szám, akkor 
a 2 . fejezet végén származtatott tétel szerint van olyan közön­
kint állandó a(x) függvény, hogy
b
J  [a (x)—a (x)]2dx <  31.
a
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A (2) és (B) alatti egyenlőtlenségek alapján tehát
b
[ /  [a (x)—a (a?)] [f(oc)—fi (a?)] d a f ^
a
b




lim j  a(x) [ f(x )—fi{x)] dx =  Hm ) a (x) [f (x)—fi (aj] dx =  0 .
« = "  a * = "  ó
Integrálra összetartó sorozatok ép úgy mint az erősen össze­
tartok, konstanssal vagy határolt függvénynyel tagonkint szoroz­
hatok, végesszámú gyengén összetartó sorozat tagonkint össze­
adható.
Meg lehet mutatni, hogy az imént értelmezett konvergenczia 
a legáltalánosabb azok közül, melyekre nézve minden lineáris 
operáczió folytonos, vagy más szóval áll a következő té te l: 
Ha az {fi{x)} sorozat és az f(x) függvény olyanok, hogy m in­
den az [í,2] osztályba tartozó a(x) függvényre
b b
j a  (x) f(x)dx  =  lim ja (x )  fi(x) dx,
a *=°° a
akkor az {fi(x)} sorozat integrálra gyengén az f(x) függvény­
hez tart.
A tétel bizonyítását mellőzzük, mivel a tételt nem alkal­
mazzuk. A tétel különben hozzájárul a két konvergenczia- 
fogalom jelentőségének következő megvilágításához :
Legyen {an (aj} az [L2] osztály függvényeinek egy sorozata, 
a (aj ugyanazon osztály egy függvénye. Az an{x), a (aj függ­
vények mindegyike egy-egy
b b
An [f(x)] =  J  an (x) f  (aj dx, A  [/‘(aj] =  J a (x)f(x) dx
a a
lineáris operácziót értelmez. Az az állítás, hogy az {an (x)} 
sorozat integrálra az a (aj függvényhez tart, az imént említett 
tétel szerint equivalens azzal, hogy minden f(x) függvényre
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•az An [f(x)] értékek az A [fix)] értékhez konvergálnak. Ha 
-azonban még azt is követeljük, hogy ez az utóbbi konver- 
genczia minden olyan függvényhalmazon, melyre a négyzet­
integrálok egy véges határ alatt feküsznek, egyenletes legyen, 
úgy ennek szükséges és elegendő föltétele az, hogy az {an(x)} 
sorozat az a (x) függvényhez integrálra erősen konvergáljon.
8. E (jy  l é t e z é s i  t é t e l .
Bebizonyítjuk a következő tételt, mely a ponthalmazok elmé­
letében alapvető BoLZANO-WEiERSTRASS-féle tételre emlékeztet:
Ha az [L2] függvényosztály egy részhalmaza
1 . transzftnit, azaz végtelen sok függvényből áll;
2 . a halmaz összes függvényeinek négyzetintegráljai egy 
■G% határ alatt feküsznek:
akkor a függvényhalmazban foglaltatik legalább egy (tehát 
■végtelen sok) integrálra összetartó sorozat.
Ha ugyanis a 2. föltétel teljesítve van, akkor a halmaz 
függvényeinek
X
F ix) =  j  f{x) d x
a
integrálfüggvényei a ScmvARZ-féle egyenlőtlenség folytán összes­
ségükben határoltak; azonkívül ugyanazon egyenlőtlenség alapján
X + e
lF (x + e ) -F ix ) ] 1 =  [ j  fix )  d x ^ ^ e G * .
X
Vagyis az összes Fix) függvények összességükben határoltak 
■és egyenlő mértékben folytonosak. Ha tehát még 1. is tel­
jesítve van, akkor Arzela egy tétele szerint1 az Fix) függ-
X
vények halmaza tartalmaz olyan {Fn ix) =  J fn ix) dx) sorozatot,
a
mely egyenletesen tart egy F* ix) függvényhez. Minthogy
1 G. A rzela : Sul principio di Dirichlet, Rendiconti d. R. Accad. déllé 
Scienze deli Ist. di Rologna nuova serie, vol. I (1896—97), pp. 71—84.
17*
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továbbá (9) alapján, bárhogy is osztjuk részközökre az (a, b)> 
közt, valamennyi F(x) függvényre
V  [F(xk+i)—F(xk)]* ^7  . -------------------------<  Ft ,- -  Xk+1- X k
azért az F*(pc) határfüggvényre is
v  [F*(xk+i) - F * ( x k)}* <
íEfc+lk
Vagyis a 8 . fejezetben származtatott tétel szerint F * (x) egy 
az [L2] osztályba tartozó függvény határozott integrálja. Mivel 
még F *(a)= 0, azért
X  X
J f*  (x)dx  — F* (x) =  lim /'„ (ac) =  lim J /„ (íc) ;
a «=" **=“ a
vagyis az {fn (a?)} sorozat integrálra az f*  (x) függvényhez kon­
vergál.
9. F isch er  té te lén ek  m ásodik b izonyítása.
Az integrálra összetartó sorokra nyert tételeink segítségével 
a FiscHER-féle tételnek egy az elsőtől lényegesen különböző, 
új bizonyítását mutatjuk be.
Szükségünk lesz még a következő segédtételre : Ha a {Qí {x )} 
sorozat integrálra a g(x) függvényhez tart és ha valamennyi 
n  indexre
b








J [ff (x)*dx =  lim J g (x) gn (x) d x ;
a « = ”  a
b b b b
\ j  g ~(P) ffn (x) d x \l ^  j [g(x)]*dxj [ffn {x)]*dx ^  CPJ la (x )]V x;
a ~~ a a u
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‘tehát
b b
[ j  tg ( x ) fd x f  ^  6 '5 j  [g (x)]h1x;
a a
v ag y is
b
/  [</ (íü)]2t?£C ^ ÍV2.
a
E z u tá n  á t té r h e tü n k  a FiscHER-féle té te l  b e b iz o n y ítá s á ra . 
E ö lte sz sz ü k , h o g y  az  {fi (#)} fü g g v é n y so ro z a tra
b






értékek tehát mindenesetre egy véges határ alatt feküsznek. 





értékek is. Az előző fejezetben bebizonyított tétel szerint tehát 
az {fi (as)} sorozatnak mindenesetre van olyan {fn. (*)} rész­
sorozata, mely integrálra egy f(x)  függvényhez konvergál. Az 
{ fn ^ ^ —fmix)} sorozat ekkor integrálra az f  (x)—fm (x) függ­
vényhez tart. Segédtételünket erre a sorozatra alkalmazva
b b
/ [f {x)—fm (x )]H x ^ \im ~ J  [ fn M —fmiséffdíc;
a ‘- “ a
v a g y is  végül
b b
lim j[ f ( x )—fm (x)]*dx^ lim /  [fn. {x)—fm (x)]Hx =  0 . 10
10. F ischer tételének  harm adik bizonyítása.
A FiscHER-féle té te ln e k  az a  h a rm a d ik  b iz o n y ítá s a , m ely e t 
<ebben a  fe je z e tb en  közlök, az e lő ző  k e ttő tő l k iv á ltk é p e n  a b b a n
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különbözik, hogy míg amazok azt a függvényt, melynek léte­
zését a tétel állítja, lényegben mint egy sorozat által értel­
mezett függvény differencziálhányadosát szerkesztik meg, addig 
az itt adandó bizonyításban a határfüggvényt integráczió és 
differencziáczió nélkül mint a megadott {fi{x)} sorozatból alkal­
mas módon kiválogatott sorozat határfüggvényét állítjuk elő.'1
Tényleg, könnyű átlátni, hogy ha az {fi(x)} sorozatból,, 
melyre nézve
b
1 im J  [fn (x)—fm (aj] -dx =  0 ,
m =  co, n =  oo a
sikerül egy olyan {fn^xj) sorozatot kiszemelnünk, mely általá­
ban (vagyis legfeljebb egy O-mértékű halmaz kivételével) egy 
f(x) függvényhez tart, akkor egyszersmind az {/i(aj} sorozat 
integrálra erősen tart az f  (x) függvényhez. Ez esetben ugyanis, 
ha fm(x) a sorozat tetszésszerinti függvénye, az {/n4 (aj—fm{x)\ 
sorozatra és a sorozat f(x )—fm(x) határfüggvényére teljesítve 
vannak a 2. fejezetben ismertetett FATou-féle tétel föltevései;, 
a tétel tehát alkalmazható, vagyis
b b
J íf  ( X ) —fm (a j]~dx ^  ]im~“J lfni(x)—fm (x)}\lx;
a i= co a
tehát tényleg
b
lim J [/'(aj—/m (x)]*dx — 0 .
*»“ “  a
A konvergens {/'^(aj} sorozatot az {fi(x)} sorozatból a követ­
kező eljárással választjuk ki: Megadjuk a lényegesen pozitív 
tagokból álló összetartó 2/'«  sort. Az fn. (x) függvényt a követ­
kező előírással értelmezzük: ha i>  1 , akkor . (aj az első olyan
1 Ezen az eljáráson alapszik a tetszésszerinti p  >  0 hatványkitevőre 
kiterjesztett tételnek az a bizonyítása, melyet S u r  les s u i te s  d e  fo n c t io n s  
m e s u r a b le s  (Paris, Comptes Rendus, 17 mai 1909) czímű dolgozatomban 
adtam, továbbá H. WEYL-nek egy ettől függetlenül talált, kevéssel utóbb* 
megjelent bizonyítása (Ü b e r  d i e  K o n v e r g e n z  v o n  R e ih e n , d i e  n a c h  O r th o ­
g o n a l  f u n k t io n e n  f o r t s c h r e i te n ,  Mathem. Annalen, Bd. 67, pp. 225—245).
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az {fi{x)} sorozatban az f„ (x) függvény után álló függvény, 
hogy minden r > « r re
b
j  [fn{ (x)-fr (x)fdx < pl ;
a
az fni (x) függvényt tetszésszerint választjuk, pl. fni (x) =  /j (x).
Megmutatjuk, hogy az így értelmezett {/«. (as)} sorozat álta­
lában összetartó. Legyen i>  1; akkor azon x  értékek halmazá­
nak, melyekre | fnf — fn( | > P i, a mértéke < P i‘, azon értékek 
halmazának, melyekre I fnM ~  fni+ 1 1 >  P«+i , a mértéke <Pi+1 , 
s í. t. Ennélfogva, ha 3Jtj azon x  értékek összességét jelenti, 
melyekre egyáltalán van olyan j  >  0 , k >  0 , hogy
\fnM (x)-f„  ( x ) \ > ^ p h ,
l  + K l+ J  h  =  i
oo
úgy az 9)1» halmaz mértéke < ^ P h -  Vagyis bármilyen kicsiny
h=i
pozitív számok is s  és a ,  megadható olyan i ,  hogy azon x  
helyek halmazának, melyekre van olyan j  >  0 , k >  0 , hogy 
I fni+ k ^ ~ fnt+j ^  I >  e’ a mértéke <  a. Ennélfogva azon x  
helyek 2Jt6 halmaza, melyekre
hm | fn (x)—fn (x) e,
j = o o , f c = o e  * J
0-mértékű. Jelentse elt es , . . .  á pozitív számoknak egy 0-hoz 
tartó sorozatát, akkor minden olyan a? érték, melyre az 
{/i (a?)} sorozat nem összetartó, az 3)íe. 0 -mértékű halmazok 
valamelyikéhez tartozik. Vagyis tényleg a mindezen helyeket 
összefoglaló halmaz is 0-mértékű. Más szóval: az {fn.(x)} soro­
zat — legfeljebb egy 0 -mértékű halmaz kivételével — tényleg 
összetartó.
Riesz Frigyes.




Körülbelül négy éve már annak, hogy a fényelhajlás jelen­
ségeivel közelebbről megismerkedni alkalmam volt, midőn 
F röhlich egyetemi tanár úr vezetése alatt a gyertyafüstben 
lebegő ultramikroszkópos részecskéken történő fényelhajlásra 
vonatkozó méréseket végeztem. Annak a felismerése, hogy a 
kicsiny részecskéken történő fényelhajlást mint a STOKES-féle 
«elemi hullámokra való bomlás» fizikai megvalósitását lehet 
értelmezni, már jó ideje rávezetett az üvegrácson való elhaj­
lás alább kifejtendő felfogására. De csak a 3. §-ban említendő, 
1909 nyarán végzett egyszerű kísérletek adtak impulzust arra, 
hogy e felfogást mathematikai alakba önteni s a tapasztalattal 
összevetni megkísértsem. Ezen elméleti próbálkozás eredményei 
teszik e dolgozat tartalmának tőlem eredő részét. A mellett 
elkerülhetetlennek látszott az idevágó ismereteket rövid át­
tekintésben összefoglalni, a mit az 1 . és 2 . §-ban tettem meg. 
Egyébként felesleges lenne itt a tartalom részletezésébe bele­
menni ; az egyes §-ok czímeivel s az összefoglalással igyekez­
tem az áttekintést megkönnyíteni.
Legyen szabad azonban e helyen is őszinte köszönetét 
mondanom F röhlich Izidor egyetemi tanár úrnak szíves és 
hathatós támogatásáért, a melyben részesített. Neki köszön­
hetem azokat az 5. és 6 . §-ban feldolgozott eleddig még nem 
publikált adatokat, a melyeket Kronstein Béla és Kronberger 
Ede középiskolai tanár urak az ő vezetése alatt végzett méré­
sekben nyertek, neki köszönhetem a kisérleteimnél használt 
jAMiN-féle polározó kör s több értékes üveg-prseparatum át-
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•engedését. Nem kevésbbé vagyok hálás alkalomadtán adott 
•értékes útmutatásaiért és buzdításáért.
Hasonlóképen élénk érdeklődésben és buzdításban volt 
részem munkám folyamán Kldpathy Jenő egyetemi tanár úr 
részéről is. Az ő támogatásának, az oldala mellett töltött évek 
tapasztalatainak köszönhetem fizikus voltomat; lehetetlen ez 
első szerény munkám bemutatása alkalmával erről is a hála 
•és köszönet hangján meg nem emlékeznem.
I. RÉSZ.
1. §. Kísérlet és elmélet állása Fröhlich vizsgálatai előtt. Fényelhajlás 
'homogén közeg belsejében ; Stokes törvénye; Exner kísérletei. A fény- 
-szóródás ; R ayleigh elmélete. Üvegrácson történő fényelhajlás ; Stokes fel­
fogása a megtörve elhajlított fényt illetőleg.
Az üvegrácsokon elhajlított fény polározásbeli viszonyai 
idestova már egy évszázad óta foglalkoztatják a fizikusokat. 
Természetes tehát, hogy mielőtt tulajdonképeni tárgyunkra 
térhetnénk, legalább nagyjában meg kell ismerkednünk az 
•eddigi vizsgálatok eredményével. Miután Fröhlich I. Polari­
sation des gebeugten Lichtes (Teubner 1907)1 ez. alapvető 
munkájában az idevágó irodalom teljes ismertetése is meg­
található, ennek a nyomán fogok kitérni a czélunk szabta 
kereten belül annak a tárgyalására, hogyan állott a szóban 
forgó jelenségek kísérleti és elméleti ismerete a FRŐHLiCH-féle 
vizsgálatok előtt.
Maga a szóban forgó jelenség, az üvegrácsokon való fény­
elhajlás sokkal ismeretesebb, semhogy leírásánál hosszasan 
kellene időznünk. Ha rácsozott üvegfelületre fénysugarat ejtünk, 
a szabályosan visszavert és megtört fényen kívül még egyéb, 
elhajlított fénysugarak is fellépnek. Ezekkel az elhajlított suga­
rakkal foglalkoznak az ismertetendő vizsgálatok a czélból, 
hogy a kísérleti megismerés útján eljussanak oly formulákhoz,
1 Egyúttal különlenyomat a «Mathematische und naturwissenschaftliche 
Berichte aus Ungarn» XXII. kötetéből.
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a melyek tetszésszerinti elhajlított sugár minőségét (intensitá- 
sát s főleg polározási állapotát) a beeső fény minőségével és- 
a rács anyagának optikai sajátságaival meghatározzák.
Megjegyzendő, hogy az üvegrácson való elhajlás egyúttal a 
közeg lényeges változásával jár, ellentétben a közönséges pél­
dául kicsiny nyílásokon történő fényelhajlással, a mely egyet­
len homogén közegben — rendesen levegőben — játszódik le. 
Természetesen ez utóbbi az egyszerűbb jelenség s ezért czél- 
szerűnek látszik ennek az ismertetését és pedig — a fejlődés 
menetének megfelelően -— először az elméletének ismertetését 
bocsájtani előre. A mi tárgyalásaink szempontjából a homogén 
közegben történő fényelhajlás különösen azért fontos, mért­
ebből, mint primae r jelenségből fogjuk a két közeg határfelületén 
történő elhajlást is összerakni; oly eljárás ez, a mely szintén 
STOKEstől, az egész elmélet atyjától származik.
Hogy képzeteinket határozott tárgyhoz köthessük, gondol­
junk a fényelhajlás létrehozásának azon legegyszerűbb mód­
jára, midőn az egyébként homogén közegben (pl. levegőben)- 
a fény útjába kicsiny nyílással ellátott átlátszatlan ernyőt 
helyezünk el. A fényelméletből ismeretes,1 hogy a tér tetsző­
leges pontjában előálló fényvektor oly integrál alakjában állít­
ható elő, mely a nyílás kerületén átfektetett tetszésszerinti 
felületre terjesztendő ki s a melynek argumentumában a fény­
vektornak s normálismenti differencziálhányadosának felületi 
értékei szerepelnek. Magát az integrálelemet az illető felület­
elemtől származó elemi gerjedésnek tekinthetjük, ennek a meg­
határozását tartalmazza a STOKES-féle elmélet.2
Legyen (1. ábra) az XOY sik az elhajlitó felület, rá merő­
legesen az OZ tengely mentén essék be a ZOY síkban polá-
1 V. ö. pl. Drude : Lehrb. d. Optik. 2. kiadás, 169. 1.
2 Azt hihetnők, hogy a HcYGHENS-elvnek KmcHHOFF-PoissoN-féle szigorú 
ogalm azása ezt term észetszerű leg  megadja. Tényleg azonban ez az in te ­
grál nem  alkalm as az elhajlito tt fény polározási viszonyainak le írására . 
E nnek  bizonyítását lásd  Fröhlich i. m. 119—125. 1.
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rozott (tehát az OX tengely mentén rezgő) fénysugár. Legyen 
az 0  pontban és t időben a kirezgés
2/1
c =  a sin —  bt,
A
akkor Stokes szerint tetszőleges OR irányban haladó sugárra 
nézve, a mely a beeső fény rezgésirányával 2 $.XOR =  a, az 
átmenő fény irányával * 4 NOfí — cu szöget zár be, az O-ban 
lévő df felületelemtől OR =  r távolságban és i időben létre­
hozott kirezgés
£' =  (1 +  cos w) sin a c o s + ^  (bt—r);
I k r  á
irányra nézve pedig beleesik a beeső fény rezgésirányán és 
az OR sugáron átfektetett XOR  síkba, a mellett természetesen 
merőleges az Olt sugárra.
A törvény fontossága indokolja, hogy egy kissé bővebben 
részletezzük az elhajlított fény polározási állapotára és inten- 
sitás-viszonyaira vonatkozó folyományait.
A polározási állapotra vonatkozólag ez a törvény azt a 
rendkívül egyszerű geometriai elrendezést állapítja meg, mely 
szerint tetszésszerinti elhajlított sugár a rajta és a beeső 
sugár rezgési irányán átfektetett síkban rezeg. Ha a beeső 
sugár rezgési irányához, mint tengelyhez a meridiánok és 
parallelkörök rendszerét vesszük fel, akkor e törvényt így is 
kifejezhetjük: Bármely elhajlított sugár rezgési iránya érintője 
a rajta átmenő meridiánkörnek, polározási iránya érintője a 
rajta átmenő parallelkörnek. A polározás-sikok, ill. irányok ilyen 
elrendezését Fröhlich után circumaociálisnak fogjuk nevezni.
Az intensitás-eloszlás nem mutat ilyen egyszerű tengely­
körüli szimmetriát, értelmezése azonban ilyenekre vezethető 
vissza. Nevezetesen: ha az (1+cos a») tényezőtől először el­
tekintünk, a sin a faktort úgy értelmezhetjük, hogy a fény­
hullámok tranzverzálitásánál fogva a beeső gerjesztő rezgésnek 
mindig csak az elhajlitott sugár irányára merőleges összetevője
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jő számba, tehát például magának a rezgésnek irányában 
zérus az elhajlított fény intensitása. Az ( 1 + cosoj) tényezővel 
pedig a beeső sugár iránya jelentkezik oly módon, hogy az 
elhajlított fény annál gyöngébb, minél nagyobb az elhajlás 
szöge o), például negyedakkora az átmenő fényre merőlegesen, 
mint közvetlen szomszédságában. 1
Most még arról kell szólnunk, hogyan győződünk meg adott 
esetben arról, vájjon fennáll-e a polározási síkok e circum- 
axiális elrendezése. E végből meg kell állapítanunk a lemér­
hető adatok közt a circumaxiálitás esetén érvényes összefüg­
gést. Gondoljuk, hogy a fényelhajlító prseparatum egy polározó 
kör közepén van elhelyezve s reprezentálja, (1. ábra), a Z R N  
elhajlási sík az eszköz főkörét, melynek mentén a megfigyelő 
cső körülvihető. A megfigyelő cső ON helyzetében mérjük le 
az átmenő fénynek, OR helyzetében az elhajlított fénynek e
1 Szem előtt tartandó, hogy itt mindig csak a gerjedés-elemről van 
szó s nem egy véges nagyságú nyílás hatásáról.
1. ábra.
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síkra vonatkozó polározási azimutját #  és <p-1 s az elhajlás 
szögét 2$.NOR=cu-\., Mind e három szög alkotó része a R SN  
derékszögű gömbháromszögnek 1 és pedig :
4 R N S = & ,  R N = co; 4 N R S  =  y  + 9
(az R O X  sik az elhajlított sugár rezgési síkja lévén); a közöt­
tük fennálló
tg <p =  tg d . cos új (1)
összefüggés fejezi ki tehát a circumaxiális polározás törvényét.
Maga Stokes a homogén közegben történő fényei haj lásra 
vonatkozó megfigyeléseket nem is végzett,2 úgy hogy e tör­
vénynek első szigorú kísérleti elle­
nőrzése tulajdonképen ExNER-től 
származik, a ki először létesített 
fényelhajlást (közelítőleg) homo­
gén közegbe ágyazott üvegrács 
segélyével. E végből úgy járt el, 
hogy az üveglemezt rácsozott lap ­
jával befelé (lásd a 2. ábrát) fél- 
hengerlencse síklapjára ragasz­
to tta  egy csepp olaj közvetítésé­
vel, a melynek törésmutatója a 
rács és a henger törésmutató­
jával közel egyenlő volt.3 A 45° azimut a la tt polározott fény 
merőlegesen esett az üveglemezre s a rácson elhajlított fény 
normálisan, tehát irány- és polárosság-változás nélkül lépve 
ki a lencséből, a megfigyelő csőbe ju to tt. A mérések a 
Stokes törvénynyel jól egyező polározási azimutokat ad­
tak; elhamarkodott dolog lenne azonban ebből az eg y  rács­
csal végzett eg y e tle n  mérési sorozatból a STOKES-törvény érvé-
2. ábra.
1 Az ábráról kimaradt S az X R  és YZ körök metszéspontja.
2 A fényszóródásról lásd alább.
3 A törésmutatók nem lehetnek pontosan egyenlők, mert akkor a 
közeg homogenitása sehol nem lévén megzavarva, nincsen fényelhajlás.
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nyességére véglegesen következtetni. Mégis, hogy egészen a 
legújabb FRÖHLicH-féle vizsgálatokig ilyen szűk keretben mozgó 
quantitativ adatok mellett a STOKEs-törvény, mint a homogén 
közegben történő fénygerjedés elemi törvénye — hogy úgy 
mondjam — a fizikusok köztudatában élt, az egy más analog 
jelenségcsoport, a kicsiny részecskéken történő fényelhajlás 
ismeretének tulajdonítandó.
Ha a fényelhajlás elemi törvényéről egyáltalán lehet szólani, 
aminthogy legalább a polározási állapotok illetőleg bizonyára 
lehet1 s a STOKEs-törvény valóban ezt tartalmazza, akkor némi 
joggal várhatjuk a circumaxiális polározást annál a fényelhaj­
lásnál (fényszóródásnál), a melyet valamely homogén közegbe 
ágyazott, benne lebegő igen kicsiny részecskék okoznak.
Ez a TYNDALL-tünemény néven ismeretes jelenség, a mely 
a kolloid-oldatok vizsgálatában újabban oly nagy jelentőségre 
tett szert (ultramikroszkóp), minden zavaros közegen, kolloid­
oldaton előállítható; például igen jól az alkénsavas natron 
híg oldatán, a melyet higított kénsav hozzáadására kiváló, 
igen finom kénrészecskékkel zavarossá tettünk. Ha erre a 
folyadékra konvergens napfény-nyalábot ejtünk, a fény útja a 
kénrészecskéken történő elhajlított fény révén megvilágított 
kúp alakjában láthatóvá lesz. Ha az elhajlító részecskék igen 
kicsinyek, még a fény hullámhosszához képest is, akkor ez 
az elhajlított fény a következő ipár S t o k e s  és T yndall által 
felismert sajátságokat mutatja.2
a) Ha a beeső fény síkban poláros, az elhajlított fény in- 
tensitása zérus a polárosság síkjának normálisa mentén, azaz 
ebből az irányból nem látni (vagy csak igen gyengén) a fény­
kúpot.
ß) Ha a beeső fény természetes, akkor a beesés irányára
1 V. ö. erre vonatkozólag Fröhlich i. m. 123— 124. 1.
2 L. Fröhlich i. m. és ú jabb értekezését: «A circumaxiális polározás 
■törvényének á lta lános érvényessége egyenletes fénytörésű közegek bel­
sejében». Math, és Term. Tud. É rtes ítő  XXVII. 299. 1909.
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merőleges síkban elhajlított minden sugár teljesen polározva 
van (vagy majdnem teljesen) a hozzá tartozó elhajlási síkban, 
minden más sugár pedig partiálisan ugyancsak a mindenkori 
elhajlás síkjában s partiális polárossága annál erősebb, minél 
közelebb jár az említett síkhoz.
Rögtön belátjuk, hogy az a) alatt említett sajátság a circum- 
axiális elrendezés egy fő ismertető jele; a ß) alatt említettek 
pedig amannak közvetlen folyományai. Valóban, úgy az (1) 
képletből, mint a circumaxialitás geometriai értelmezéséből 
XI. 5. 1.) közvetlen következik, hogy a beesés irányára merőleges 
síkban elhajlított fény mindig e síkban van polározva, függetle­
nül a beeső fény polározási azimutjától, tehát természetes beeső 
fény esetén is. Ennélfogva a kicsiny részecskéken elhajlított 
fény polárossági viszonyai Stokes törvényével tényleg leírhatók. 
-{Tévedés volna azonban ezt egészen magától értetődőnek tar­
tani; éppen fordítva: a tapasztalat bizonyítja, hogy ezek a 
jelenségek az elemi gerjedést teszik megfigyelhetővé.)
E jelenségek tulajdonképeni elmélete azonban Lord Rayleigh- 
fől származik, a ki ezeket elektromágneses alapon tárgyalja. 
Megoldja nevezetesen azt a problémát, milyen elektromágneses 
sugárzás indul ki a környezetétől eltérő dielektromos állandójú 
kicsiny gömbből, ha reá lineárisan polározott elektromos sík­
hullám esik. A hullámhosszhoz képest kicsiny gömb esetén 
-az eredmény rendkívül egyszerű: A gömbből kiinduló hullámok 
-elektromos erői meridionális,1 a rájuk merőleges mágnesi 
erők circumaxiális rendszert alkotnak, mindkettőnek tengelye 
a gerjesztő elektromos erő iránya, a mely körül az intenzitás 
is szimmetrikusan van elosztva, azaz az egész hullámrendszer 
olyan, mint a milyen egy lineárisan íezgő elektromozott gömb­
ből (elektronból) vagy egy HERTz-féle oszcillátorból származik.
Könnyű belátni, hogy a fényvektort a szokásos módon az 
-elektromos erővel azonosítva s a poláros fény rezgés-irányára 
nézve a FRESNEL-féle felfogással élve ez az eredmény a polá-
1 Azaz az elektrom os erő a m indenkori m erid iánsikban fekszik.
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rosság irányainak circumaxiális elrendezését állapítja meg. 
Az ilyen rendszert Fröhlich után egyszerű circumaxiálisnak 
fogjuk nevezni, ez szái’mazik a STOKEs-féléből, ha az (1+cosd)' 
tényező helyett 1-et írunk. Talán helyénvaló lesz itt felemlíteni, 
hogy azok az egész sugárrendszerre kiterjedt első quantitativ" 
megfigyelések, melyeknek egy kis részét a FRÖHLicH-féle vizsgá­
latok folyamán e sorok írójának végeznie alkalma volt,1 ezt a cir­
cumaxiális eloszlást nagy pontossággal fennállónak mutatták. Az 
intensitás-eloszldsra vonatkozólag azonban legyen szabad meg­
jegyeznem, hogy ebben az említett egyszerű tengelykörüli 
szimmetria nem található fel, legalább is azokban a meg­
lehetősen különböző esetekben nem, a melyeket eddig meg­
figyeltem. Az intensitás-eloszlást illetőleg különben az irodalom­
ban is egészen eltérő nézeteket találhatni; hogy csak két 
példát említsek, Siedentopf2 a rubinüveg ultramikroszkópos 
aranyrészecskéin elhajlított fény intenzitását Stokes fentebb 
idézett ú. n. cosinus-törvénye szerint valónak veszi fel, míg 
Laue3 az egyenletes intenzitás-elosztást használja fel annak 
a bizonyítására, hogy a fénynek kicsiny részecskéken történő 
szétszóródása irreversibilis folyamat. Azonban erről a kérdés­
ről — behatóbb vizsgálatok hiányában — bajos volna véle­
ményt koczkáztatni.
Ezzel egyúttal a homogén közeg belsejében előálló fény­
elhajlás ismertetését be is fejeztük, áttérünk most a két közeg 
határfelületén, azaz a tulajdonképeni üvegrácson tö rténő  fény­
elhajlás tárgyalására.
Jegyezzük meg első sorban a következőkre való tekintettel, 
hogy az erre vonatkozó vizsgálatokat rendszerint olyan kísér­
leti berendezéssel végezték, a milyet a rácsszínkép előállítá­
sára is szokás használni, kiegészítvén a közönséges spektro­
métert a polározási viszonyok megállapítására szolgáló optikai
1 L. Fröhlich idézett akadém iai értekezése 359. lapját.
3 Dr. Ann. 10. 1. 1903.
3 Thermodynamische Betrachtungen über die Beugung der Strahlung. 
Ber. d. deutsch, phys. Ges. 1909. Heft 20. 467.
műszerekkel, Nicol féle hasábokkal a beeső és elhajlított fény 
útjában, esetleg BABiNET-féle kompenzátorral. (Polározó kör.) 
Világos, hogy ilyen berendezésnél a megfigyelő távcső objektiv- 
fókuszsíkjának eg y  pontjában vagy a megfigyelő szem retiná­
jának egy pontjában a k ü lö n b ö z ő  rá c sk ö zö k tő l u g y a n a z o n  
ir á n y b a n  kiinduló elemi hullámok találkoznak; ha tehát az 
analysáló nicol egy bizonyos helyzeténél a fókuszsik valamely 
pontja elsötétedik, ez azt jelenti, hogy az illető ponthoz tar­
tozó irányban kiinduló elemi hullámok polározási síkja merő­
leges a nicol keresztmetszetének hosszabbik átlójára. Ezek a 
megállapítások esetleg feleslegeseknek látszanak, miután azon­
ban nekem eleinte némi nehézséget okozott ilyesféle kérdések 
tisztázása: mi az tulajdonképen, a mit megfigyelünk; mi az, 
a m it az elmélet m egad; mi a vonatkozás a kettő közö tt; 
azért szükségesnek tartottam ezeket a megállapításokat kez­
dettől fogva lehető pontosan végezni. A fentieket más szóval 
ügy is kifejezhetjük, hogy ilyen berendezéssel a ré sn ek  a 
különböző irányokba elhajlított fényben előálló k é p é t figyeljük 
meg. Ennyit a megfigyelés módjáról.
Ä megfigyelések eredményeivel szinte hamarább végezhetünk. 
Ezekben a FRÖHLicH-féle vizsgálatok előtt igen nagy rendezett- 
lenséget találunk.1 Egyik oka ennek az, hogy a szokásos be­
rendezésnél a rácsozás iránya a beesés síkjára mindig merő­
leges lévén, mindig csak egyetlen síkban, a beesés síkjában 
elhajlított fényt vizsgálták. Ebből azonban a fennálló törvény- 
szerűségeket felismerni — most már bátran mondhatjuk —  
szinte lehetetlen. Mindamellett ezekben a régebbi megfigye­
lésekben is csirájában már megtalálható az isogonális poláro- 
zásnak (Stokes) és a circumaxiális polározásnak (Fröhlich, 
R éthy, Glazebrook) törvényszerűsége. Azonban nem volna 
értelme ezeket a most meglévőkhöz képest oly szűkkörű kísér­
leti tapasztalatokat ismertetni. Az elmélet dolga sem állott *2
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1 L. F. Pockels összefoglaló referátumát W inkelmann : Handb. d. Phys.
2. kiadás, 19(16. VI, kötetje 1113. 1.
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jobban, a szűkkörű tapasztalatokat meglehetősen eltérő elmé­
letek egyformán jól adták vissza, m int a hogy egy égitest 
három közelfekvő helyzetén ép úgy lehet elliptikus, m int para­
bolikus pályát álíektetni.
Mindezekből tehát csak Stokes elméletét, ill. elméleti fel­
fogását fogom felemlíteni. Ő t. i. a határfelületen történő 
fényelhajlást a törés (ill. visszaverődés) általánosabb esete 
gyanánt fogja fel.
Legyen a; a beeső fény polározási azimutja, a r a szabályo­
san visszavert (ill. megtört) fény polározási azimutja, akkor 
ezek között a
tg ar =  m  tg a t
összefüggés áll fenn, a hol m  a beesés szögétől s az üveg 
törésmutatójától függő állandót jelent, melynek (a törés és 
visszaverődés esetére különböző) értéke Fresnel ismeretes for­
muláiból közvetlenül adódik. Már m ost Stokes ugyanilyen alakú
tg <p —  m '  tg ű  (2)
összefüggést tételez fe l1 a beeső és e lh a jlí to tt fény polározási 
azimutjai d  és <p között is, a hol az egy bizonyos beeső és 
elhajlított sugárhoz tartozó m  értéke nézete szerint legczél- 
szerűbben kísérletileg volna meghatározandó. Stokes közöl is 
egynéhány mérési sorozatot, a melyekből kitűnik, hogy a (2) 
képlet jól visszaadja e g y a zo n  elhajlított sugár polárossága 
azimutjának változását a beeső fény polározási azim utjával; 
természetes azonban, hogy addig, a mig az m ' tényezőt a 
beeső fény meghatározó adataiból s a rács adataiból kiszá­
mítani nem tudjuk, nem mondhatjuk, hogy az elmélet bir­
tokában vagyunk.
1 Ez a képlet igen egyszerű kinem atikai értelm ezést enged meg. E sze­
r in t ugyanis, ha ugyanazt a beeső és e lhajlíto tt sugarat tartva meg, a 
beeső sugár polározási azim utját 0°-tól 360°-ig változtatjuk úgy, hogy a 
beeső fényvektor végpontja egy kört ír le, azalatt az e lhajlito tt fényvektor 
végpontja oly ellipszisen mozog, melyben m  a két főtengely viszonya.
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A mi már most S tokes említett felfogásának pontos kör- 
-vonalozását illeti, a megtörve elhajlított fény keletkezését úgy 
képzeli, hogy a beeső fény a határfelületre érkezés előtt «elemi 
hullámokra bomlik» s ezek azután szabályos törést szenved­
nek. Ezen «irreguláris törés» feltevése alapján kiszámítja a 
megtörve elhajlított fény azimutjait s azokat az ő — aránylag 
kevés — mérési adatával egyezőnek találja.
A visszaverődve-elhajlított fény létrejöttét analog «irregu­
láris visszaverődés» folyamatának tulajdonítja. Hogy azonban 
a visszaverődve-elhajlított fény — általában — nem jöhet 
létre a rácsozás előtt történő elhajlás és szabályos vissza­
verődés útján, a hogy a STOKEs-féle irreguláris visszaverődést 
képzelnünk kell, azt Fröhlich kétségbevonhatatlanul bebizo­
nyította. Bebizonyította azt is, hogy általánosságban az irre­
guláris törés feltevése is tarthatatlan.
Ki fogjuk azonban mutatni — s ez lesz dolgozatunk tulaj- 
donképeni eredménye — hogy egy közelfekvő általánosítással 
a STOKEs-féle felfogás mind a megtörve, mind a visszaverődve- 
elhajlított fény jelenségeinek leírására alkalmassá tehető.
E czélból azonban szükségünk van Fröhlich vizsgálatainak 
áttekintő ismeretére, mint a kitől a szóban forgó jelenségek 
teljes kísérleti leírása, törvényszerűségük megállapítása és első 
-elméleti értelmezése származik.
2. §. A FRÖHLiCH-féle vizsgálatok ism ertetése. K ísérleti berendezés, a m eg­
figyelések k iterjesztése az egész té rre . A visszaverődve elhajlito tt fény- 
vek to r-rendszer két fő typusa: a  circum axiális és az isogonális re n d s z e r ; 
előállításuk egyszerű rezgő centrum okkal.
A FRÖHLiCH-féle vizsgálatok ismertetésénél is, hogy a szo­
kásos méreteket túl ne lépjem, azt a szempontot fogom irány­
adónak tekinteni, hogy csak annyit mondjak el, a mennyi a 
'továbbiak megértésére és megítélésére szükségesnek látszik. 
Ebből a szempontból talán kevésbbé, de a 12. lapon mon­
dottak alapján mégis indokoltnak látszik, hogy röviden a meg- 
ügyelés módjára is kitérek. Ez t. i. valamennyi addig hasz-
18*
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nálttól eltért annyiban, hogy benne a polarizáló és analyzál<> 
hasábokon kívül semmi más optikai elem nem volt alkalmazva. 
A heliostatról visszaverődő napfény a goniométer fix csövébe 
illesztett polározó prizmán, majd egy kicsiny 1 mm. átmérőjű 
környíláson át esett a goniométer középpontjában elhelyezett 
s minden irányban forgató rácsra. Az itt elhajlított sugarak 
aztán a megfigyelőcsövön és ennek okulár-végébe helyezett 
ugyancsak ca. 1 mm. átmérőjű diafragmán át direkt a meg­
figyelő szemébe jutottak. Hogy ha ennél a berendezésnél a 
kísérletező —  mint rendesen — a belépő diafragmának az^  
elhajlított fényben létrejövő képére akkomodál, akkor a szem 
retinájának egy pontjában a különböző rácsközöktől igen kevéssé 
különböző irányokban kiinduló elemi hullámok találkoznak. 
Az említett méretek mutatják azonban, hogy ez az irány­
különbség teljesen elhanyagolható. Elhanyagolható még akkor 
is, ha magára a rácsfelületre akkomodálunk, a mi olyan igen 
ritka (05 mm. közű) rácsozásnál, a melyen az egyes vonalak 
szabad szemmel is megkülönböztethetők, magamon tett tapasz­
talat szerint esetleg önkéntelenül is bekövetkezhet. Ebben az 
esetben a retina egy pontjában az egy rácsköztől különböző 
(bár igen kevéssé különböző) irányokban kiinduló elemi hul­
lámok találkoznak, azaz a mit megfigyelünk, az a rácsnak az 
elhajlított fényben létrejövő képe. Véleményem szerint a meg­
figyelésnek ez a módja, a mikor tehát a különböző rácsközök­
től eredő elemi hullámok nem jutnak interferentiára, felel meg 
legjobban az elméleti leírás azon módjának, a melyet e jelen­
ségekre alkalmazni szokás, t. i. az elemi gerjedéssel való 
értelmezésnek. 1 Természetesen a megfigyelő szem távolításával 
ez a megfigyelési mód egész folytonosan megy át a másikba, 
mikor t. i. a fényforrás képére akkomodálunk. Viszont azon­
ban kis távolság és nagynyílású leképezés esetén ettől lénye­
1 A kicsiny részecskéken való elhajlást is így figyeljük meg, magára 
az elhajlító részecskére nézünk. Viszont bizonyos jelenségekre (lásd az. 
47. lapot) ez a megfigyelési mód egyáltalán nem alkalmas.
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rgesen különbözik. (Ultramikroskóp.) Végül még jegyezzük meg, 
hogy ezek a meggondolások főleg ott tartandók szem előtt, 
.a hol az elhajlított fény természete az ii-ánynyal gyorsan vál­
tozik. Ilyen különleges esettel a 7. §-ban fogunk közelebbről 
megismerkedni.
A közbeeső optikai elemek elhagyásán kívül egy másik, 
•döntő jelentőségű módosítása FRÖHLicHnek az, hogy ő meg­
figyeléseit az egész 4  ^ nyilásszöget betöltő elhajlított sugár- 
rendszerre kiterjeszti, a mely egyetlen,- azaz: egy bizonyos 
meghatározott irányú és polárosságú beeső párhuzamos sugár­
nyalábból az elhajlító felület egy bizonyos irányításánál elő­
állítható. T. i. a rács egy adott helyzetében előálló elhajlított 
-sugarak mind egy bizonyos felület mentén haladnak s a régebbi 
megfigyelések mind csupán egy  ilyen felületre szorítkoztak, a 
mikor ez éppen összeesett a beesés síkjával. Ha azonban a 
rácsot saját síkjában 180 vagy éppen 360°-al körülforgatjuk, 
a közben a tér minden iránya egyszer, ill. kétszer e felületbe 
belejut, minden irányban kapunk tehát elhajlított sugarat.
Most még csak néhány szót arról az eljárásról, a melyet 
F röhlich a kísérleti eredmények szemléletes előállítására alkal­
mazott, a melyet tulajdonképen már mi is használtunk.
Gondoljunk el a rácsra eső fény talppontja körül mint 
középpont körül egy gömbfelületet, akkor ennek minden pont­
ját egy-egy elhajlított sugár döfi át. Ha már most a gömb­
felület minden pontján a rajta kilépő sugár polározási irányá­
ban egy vonalelemet huzunk, tehát úgy hogy a sugáron s a 
hozzátartozó vonalelemen átfektetett sík az illető sugár polá­
rozási síkja legyen, akkor a gömbfelületet egy görberendszer 
fogja behálózni, a mely a szóban forgó elhajlított fény-rendszer 
polározási állapotának hű képét adja. Ennek a görberendszer­
nek s a gömbfelületen a szükséghez képest elhelyezett koordináta- 
rendszernek ábrázolására pedig Fröhlich a stereografikus vetí­
tést használja. A bővebb részletezést akkorra hagyom, a mikor 
-ezt a leképezést mi is használni fogjuk, most pedig áttérek a 
FRÖHLicH-féle vizsgálatok eredményeinek áttekintésére.
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A szóban forgó jelenségek ismeretében alapvető jelentőségű; 
az az elsősorban említendő eredménye, mely szerint az elhajlítoti 
fény polározási állapota független a rácsozás közétől. Ez a 
megállapítás oly quantitativ mérésekből adódott ki, a melyek 
ugyanazon üveganyagra húzott 0'5 mm. és 0'00116 mm. közű 
rácsozásra vonatkoztak. 1 Szinte felesleges ennek a ténynek 
a jelentőségét hangsúlyozni. Ez tulajdonképen azt mondja ki, 
hogy ha az üveg-felület folytonosságát akármi módon meg­
zavarjuk, a discontinuitás helyéről mindig ugyanolyan poláro­
zási állapotú elhajlított fény indul k i; ez a tény teszi lehetővé' 
az elméleti leírásnak már említett és később használandó 
módját.
A továbbiakban most már csak az üvegrácson visszaverődve 
elhajlított fényre vonatkozó, quantitativ megfigyeléseken nyugvá 
eredmények tárgyalására szorítkozom, azaz ama fényvektor- 
rendszerekre, a melyek a levegőből az üveg határfelületére esd  
fényből visszaverődéses elhajlással keletkeznek s a levegőbe» 
haladnak tovább.
Ezek a rendszerek a mérések tanúsága szerint két főtypus 
alá sorolhatók: a circumaxiális és az isogonális rendszer 
typusa alá.
A circumaxiális rendszert már ismertettem; oly vektor­
rendszer ez, melyben az említett módon ábrázolt polározási 
irányok a gömbnek egy bizonyos tengelyhez tartozó parallel 
köreinek, a rezgési irányok pedig ugyanezen tengelyen átmenő 
meridiánköröknek érintői.
Ez a typus legtisztábban jelentkezik, ha a fény az üveg polá- 
rozás-szöge alatt (ca. 56°) esik be s polárosságának síkja merő­
leges a beesés síkjára. Ez esetben a szabályosan visszavert 
fény intenzitása zérus s ez a zérus intenzitású sugár (ill. ennek 
az iránya) a tengelye a circumaxiális rendszernek. Ugyanilyen 
typusú rendszerek jönnek létre mind a beesés szögének, mind
1 Érdemes megemlíteni, hogy ez az utóbbi, a legsűrűbb rács, melyet 
valaha üvegre készítettek. Jedlik osztógépével készült.
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a polárosság síkjának elég tetemes változtatásánál is mind­
addig, míg a beesés iránya a normális incidentiához vagy a 
polárosság síkja a beesés síkjához közel nem jut, a mikor is 
az elhajlított fényvektor-rendszer az isogonális elrendezés felé 
közeledik.
Az isogonális rendszer ismertetését legczélszerűbb lesz azon 
az eseten végezni, a mikor ez a legtisztábban jelentkezik, t. i. 
a merőleges beesés esetén. ■ >
Legyen (3. ábra) az X O Y  sík a rács síkja, ZO a beeső fény 
iránya; ZO Y  a polárosság síkja, a visszaverődve elhajlitott 
sugarak pedig az XO Y  sík felett lévő teljes félteret betöltik. 
Az isogonális elrendezés értelmében tetszésszerinti OR elhaj­
lított sugár polározási irányát, ill. síkját a következő módon 
kapjuk m eg: A Z-vel ellenlábas N  ponton át huzzunk a gömb­
3 . ábra.
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höz oly t érintőt, a mely a ZOY  síkban fekszik. Ha már most 
a t érintőn és az R  ponton át síkot fektetünk, akkor annak 
a körnek, a melyben ez a gömbfelületet metszi, az R  ponthoz 
tartozó érintője lesz az OR sugár polározási iránya; az OR 
sugáron és ez érintőn átmenő sik a polározás síkja. Hogy ez 
elrendezésnek szabályszerűségeibe jobban belepillanthassunk, 
ábrázoljuk az egész gömböt stereografikus projectióban. Válasz- 
szűk — szinte természetszerűleg — a vetület szempontjául 
az ÍV pontot, a vetítés síkjául a Z  ponthoz tartozó érintő­
síkot. Rögtön belátjuk, hogy a t érintőn átmenő összes emlí­
tett körök vetületei mind olyan egyenesek, a melyek pár­
huzamosak a ZO Y  sík Z Y ' nyomvonalával, azaz: az elhaj- 
lított sugarak polározási irányának vetületei mind párhuza­
mosak a (beeső ill.) visszavert fény polározási irányának 
vetületével.
Ez okból nevezi Fröhlich ezt az elrendezést kissé más 
körülmények közt stereografikus-parallel polározásnak. Az isogo- 
nális név a rendszer másik jellemző tulajdonságára vonat­
kozik. Ugyanis, ha — a tájékozás kedvéért — a gömbön a 
ZO N  tengelyre vonatkozó meridiánok és parallel körök rend­
szerét veszszük fel s ezeket a vetületen szintén ábrázoljuk, 
akkor az említett meridiánok vetülete gyanánt a Z  ponton 
átmenő sugársort kapunk. S ekkor kiderül, hogy egyazon 
meridiánban, azaz egyazon elhajlási síkban fekvő valamennyi 
sugár polározási irányának vetülete e síkkal egyenlő szöget 
zár be és pedig ugyanakkorát, mint a visszavert sugár polá­
rozási iránya ugyanezen síkkal. A vetület szögtartó lévén, 
ugyanez áll magán a gömbön fekvő irányokra is [csakhogy 
ott nem oly könnyű e törvényszerűséget felismerni] ennek a 
tulajdonságnak köszöni a rendszer az isogonális nevet.
Helyénvalónak látszik itt megemlíteni, hogy a most említett 
tulajdonság az isogonális polározás kísérleti felismerését is 
rendkívül egyszerűvé teszi. Azok a sugarak ugyanis, a melyek 
a megfigyelő csőbe jutnak, mialatt az a goniométer főkörén 
körüljár, természetesen mind ugyanabban a síkban vannak
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■elhajlitva,1 polározási irányaik tehát az isogonaliíás értelmében 
•c síkkal ugyanazon szöget zárják be, mint maga a visszavert 
fény, azaz: ha az analysatort a visszavert fény kioltására 
állítjuk be, kioltva kell maradnia valamenny i elhajlított sugár­
nak, a melyet csak a főkör körüljárásánál megfigyelhetünk 
s ennek így kell lenni akármilyen is az azimutja a beeső 
fénynek.
Mint már említettem, az isogonális polározás legtisztábban 
jelentkezik normális beesés esetén, a mikor — természetesen — 
a polározás azimutja tetszőleges lehet. Ebben az esetben a 
megközelítés foka oly nagy, bogy a F r ö h l i c h  közölte rajzon2 
az isogonálitástól való eltérést szabad szemmel alig lehet 
észrevenni. (Csak mellékesen említem, hogy a circumaxiális 
elrendezés a visszaverődve elhajlított fényben közel se áll 
fenn ily nagy közelítésben, még az említett legkedvezőbb eset­
ben sem.) A normális incidentia esetén kívül minden más 
beesési szögnél is isogonális polározás lép fel nagy közelítés- 
'bcn, ha a beeső fény a beesés síkjában van polározva. A meg­
közelítés foka még 80°-os beesésnél is elég nagy, tetemesen 
nagyobb, mint a circumaxiálitásé a megfelelő általánosabb 
■esetekben. Azonban nem czélunk a részletekbe belemenni; 
így csak éppen utalok arra, a mit F r ö h l i c h 3 említ az isogo­
nális polározás régibb megfigyelésére és felismerésére vonat­
kozólag ( S t o k e s , E x n e r ) s most rátérek F r ö h l i c h  elméleti tár­
gyalásainak áttekintésére. Előre kell bocsájtanom, hogy ezek 
az elméleti kifejtések a szóban forgó jelenségeknek csupán 
elméleti értelmezését (theoretische Deutung) czélozzák. E vég­
ből F r ö h l i c h  megmutatja, hogyan lehet rezgési, gerjedési czen- 
trumokat szerkeszteni, a melyek olyan polározás-állapotú hul­
lámokat emittálnak, a milyeneket a rácson elhajlított fényvektor-
1 F síkok a beeső sugarat tartalmazván, egyúttal meridiánsikok, mint 
a ZRN  sík.
a 1. c. 317. 1.
a 1. c. 93. 1. és 139. 1.
262 SELÉNYI PÁL.
rendszerek mutatnak. Ezen fejtegetéseket a fénynek mind 
rugalmasságtani, mind elektromágneses elméletében keresztül 
viszi.
A) A circum axiális polározás előállítása.
Ennek a tárgyalásával hamar végezhetünk. Említettem már 
(a 1 0 . lapon), hogy az elektromágneses fényelmélet szerint —  
a fényvektort az elektromos erővel azonosítva — circumaxiális 
polározást mutatnak azok a fényhullámok, a melyek egy, a 
környezetétől eltérő dielektromos állandójú kicsiny gömbből 
indulnak ki, ha az — a reá eső elektromos hullám hatása 
alatt — lineárisan oscilláló elektromos polározási állapotba 
jut. Az elektron-elmélet szerint még egyszerűbben, egy lineá­
risan rezgő elektronnal állíthatjuk elő a circumaxiális hullám­
rendszert.
Hasonlókép a rugalmassági fényelmélet szerint — a fény­
vektort a lineáris elongátióval azonosítva — circumaxiális- 
polározást mutatnak azok a fényhullámok, a melyek egy a 
közegbe ágyazott kicsiny merev gömb lineáris oscillátiója foly­
tán belőle kiindulnak.
T ö b b sz ö r  e m lí te t t  á l lá s p o n tu n k n á l  fogva a  c irc u m a x iá lis  
p o lá ro z á s  e lm é le té v e l k a p c s o la tb a n  c su p á n  e m lí te n i  ak a ro m  
S t o k e s , R é t h y , G l a z e b r o o k , R a y l e i g h  és V o i g t  n e v é t, a n é l­
k ü l, ho g y  m u n k á s s á g u k a t és e re d m é n y e ik e t k e llő  v ilá g ítá sb a  
h e ly e z n i m e g k ísé r te n é m , u g y a n c sa k  RowLANDét az  iso g o n á lis  
p o lá ro z á s  e lm é le té v e l k a p c so la tb a n .
B) Az isogonális polározás előállítása.
Az isogonális rendszernek előállítására F r ö h l i c h  kétféle 
utat is követ, itt csupán a R o w l a n d W I származót ismertetjük, 
a melyre a nagyobb súlyt fekteti.
Az előállításnak ez a módja annak a felismerésén nyug­
szik, hogy az isogonális rendszer egy egyszerű circumaxiális- 
és egy reá merőleges tengelyű egyszerű mericlionális rendszer-
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bői rakható össze .1 Már most az elektromágneses fényelmélet 
szerint meridionális polározást mutatnak azok a fényhullámok, 
a melyek egy, a környezetétől eltérő mágneses állandójú 
kicsiny gömbből indulnak ki, ha az — a reá eső mágneses 
hullám hatása alatt — lineáris oscilláló mágneses polározási' 
állapotba jut. Az elektron-elmélet szerint ugyanezt az ered­
ményt még egyszerűbben, egy forgó oscillálást végző elektron­
nal állíthatjuk elő.
E szerint az isogonális polározás előállhat, ha a fénynek 
mind elektromos, mind mágneses vektora gerjesztőig hat a 
környezetétől eltérő dielektromos és mágneses állandójú kicsiny 
gömbön.2
Hasonlókép a rugalmassági fényelmélet szerint meridionális 
polározást mutatnak azok a fényhullámok, a melyek egy, a 
közegbe ágyazott kicsiny merev gömb rotátiós oscillátiója foly­
tán kiindulnak.
E szerint az isogonális polározás előállhat, ha a fénynek 
mind translatiós, mind rotátiós vektora gerjesztőig hat.
__________ Setényi Pál.
1 Egyszerű meridionális az a vektorrendszer, melyben a vektorok a 
meridiánok mentén fekszenek, az amplitúdó pedig arányos a pólus-távol­
ság sinusával.
2 Megjegyzendő, hogy az eredő-rendszer csak akkor lesz az isogonális, , 
ha a két összetevő-rendszer energiája egyenlő.
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Az idő pénz, mondja az angol és amerikai; és valóban ott, 
a hol a munkaalkalmak száma korlátlan, igaznak is kell tar­
tanunk ezt a mondást. Nálunk legtöbbször nem igen becsülik 
meg az időt, a minek okát abban találom, bogy nincsen jó 
időmérő eszközünk, óráink egész Magyarországban pontatlanok. 
Engedjék meg, bogy néhány példára hivatkozzam Legnagyobb 
pályaudvarunknál a nyugati pályaudvarnál előfordul, hogy az 
óra egyik nap 5 perczet késik, majd pedig egy másik napon 
7 perczczel siet, a mi 1 2  perczes, kereken V* órás különbség. 
Csak ezer környékbeli nyaraló utast számítva, naponkintKJOO 
negyedóra vész így el s egy nyáron (80 napon) át körülbelül 
2 0 .0 0 0  korona a veszteség, ha a nyaraló idejének hatvan per- 
czét egy koronával értékeljük. Budapest egész lakosságának 
a pontatlan időjelzés miatt elpocsékolt ideje pedig több millió 
koronára rúghat.
A vidéken még rosszabbak a viszonyok, például egyes na­
gyobb áramfogyasztó gyárak és a villamos világítási, erőátviteli 
vállalatok közt napirenden vannak a súrlódások az árammérő 
berendezéseknek nappali (erőátviteli) és esti (világítási) árra 
való átkapcsolása miatt. Azt, hogy például esti 6  óra van-e, 
legtöbb helyen 5— 8  perez különbséggel tudják csak meg­
határozni.
Egyes fürdőhelyeken pedig, a hol a vasút messzebb fekszik, 
egész szokásos, hogy elutazás előtt Budapesttől telefonon kér- 
- dik meg a pontos időt.
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A bajokon való segítség elég egyszerűnek látszik, pénzügyi­
leg azonban meglehetős nehéz dolog. Például a magyar királyi 
államvasutak vehetnék kezükbe a dolgot; s azt hiszem meg 
is tennék, ha épen napjainkban nem volna a vasutüzletnek 
annyiféle száz más baja, hogy a mellett az időnek ± 5  perez* 
czel pontosabb vagy pontatlanabb jelzése egészen eltörpül.
Megtehetné a posta is, hogy a hivatalokban a közönség 
részére pontos órákat szerez be s azokat rendben is tartatja; 
számításom szerint az összes postahivatalokra mintegy fél 
millióba kerülne a dolog, a mit egy intézettől közczélokra 
akkor, a midőn személyzetének fizetése még rendezetlen, igazán 
nem lehet kívánni.
Hátra volna a harmadik módszer, hogy mindegyik város és 
község maga-magán segítsen. A megoldás elég egyszerű is, ha 
az összes nyilvános (városházi, templomtornyi, intézeti stb.) 
órákat úgy állítjuk be, hogy azok naponkint siessenek; a jobb 
óráknál néhány másodperczet, a rosszabbaknál talán még 
1 perczes napi sietést is megengedhetnénk. Pia most gondos­
kodnánk arról, hogy 12  óra előtt például öt perczczel a Í2 ős 
számnál valami peczek kiugorjon s pont 12-kor ismét vissza­
tolódjék, akkor az összes órák naponkint pontosan be lennének 
igazítva s az egyes órák közli többperczes időkülönbözetek 
nem volnának lehetségesek. A pcczeknek kiugrását maga az 
óraszerkezet végezné, bevonását pedig valamely drótnélküli 
adó-állomás által kibocsátott jel folytán az óraállomás vevő­
körének jelfogója eszközölné. Ha Budapesten állítanánk föl a 
drótnélküli jeladó állomást s az adókört úgy méreteznénk, 
hogy legkeletibb városunk Brassó még jól vehesse a jelet, 
akkor nemcsak Magyarországra, de az egész osztrák-magyar 
birodalomra is meg volna oldva a pontos idő jelzésének kér­
dése. Ha Budapest—Brassó távolságával Budapest központból 
kört húzunk, akkor majdnem az összes határszéli városok a 
körön belül feküsznek. Tarnopol, Lemberg, Krakkó, Karlsbad, 
Kufstein stb. mind jól vehetnék a jelet, legfeljebb Innsbruck 
és Cattaro nem kapná a jeladást. Valamivel erősebb, több
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kilowattos adó állomásnál azonban még ezek is beállíthatók 
volnának. Csak magyar szempontból tekintve a dolgot, talán 
jobb lenne a jeladó állomást Mezőtúron vagy Szarvason, azaz 
a szorosan vett Magyarország középpontjában felállítani; álta­
lánosabb irányból nézve az ügyet azonban csak Budapest 
jöhet szóba. Első sorban is Budapesten a drótnélküli jeladó 
állomás a meteorológiai és földmágnességi intézet útján igen 
kényelmesen szerezhetné be a pontos időt. Igaz ugyan, hogy 
ezt Szarvas is megkaphatná, akár drótnélküli telegraf segélyé­
vel is Páristól, Hamburgtól vagy esetleg Pólától, Budapestet 
azonban a birodalmi központul másodsorban az jelöli ki, hogy 
a hadsereg úgyis tervbe vette a budapesti drótnélküli telegraf- 
állomás felállítását s igy a berendezés magára a városra semmi 
költséggel sem járna. Viszont a hadsereg is nézetem szerint 
szívesen megtenné, hogy vállalkozna a naponkénti jeladásra. 
Hiszen egészen a hadsereg érdeke az, hogy az országban minél 
több drótnélküli vevő-állomás létesüljön, a mit a hadsereg 
háborús időben vagy nagygyakorlatokon tetszése szerint fel­
használhat hadi czélokra s e mellett az állomásoknak sem 
felépítéséről, sem üzembentartásáról gondoskodnia nem kell. 
Ezen a czímen még a tervezett nagyszebeni második állomást 
is megtakaríthatná s az erre szánt összeget inkább a drót­
nélküli telegraf másirányú intenzivebb kifejlesztésére fordít­
hatná, például a kis távolságokra ható, de lovon hordozható 
előőrsi drótnélküli telegraf-készülékek kiképzésére.
Budapesten a jeladó állomásul nézetem szerint legjobban 
megfelelne a jánoshegyi Erzsébet-kilátó-torony, a melynél 
talán még nem lenne késő az antenna árbocz felállításáról 
való gondoskodás. Azt hiszem a Jánoshegyről egészen jól 
lehetne levelezni a szomszédos országok fővárosaival; Berlin, 
Varsó, Bukarest, Sofia, Belgrad, Gettinje, Róma városokkal 
kissé pontosabb beállítással még jól menne a jelvevés.
Az eddigiek szerint a központi adó-állomás tulajdonképen 
senkinek sem kerülne külön költségébe, mégis biztosítva lenne. 
Hátra volna annak kifejtése, hogy mikép volnának létrehozan-
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dók a vevő-állomások. Tulajdonképen ezek is készen vannak, 
legalább is nyolcztized részben. Tudomásom szerint már néhány 
évvel ezelőtt a Károly Irén-féle kohereres vevőkészülékből 130 
darab kelt el az országban, azóta bizonyosan lesz már 150 
darab is használatban az egyes iskolai gyűjteményekben. Véle­
ményem szerint mindezeket a készülékeket fel lehetne hasz­
nálni a vevő-állomásoknál, e szerint tehát csak az antennák 
megépítése és a vevőkörnek valamely meghatározott hullám­
hosszra való beállítása volna hátra. Sőt talán még a templom- 
tornyok villámhárítóit is lehetne alkalmazni; mindez termé­
szetesen olyan kérdés, a mely külön vizsgálódást igényel. 
A manapság épülő, vagy nem rég épült díszesebb városházak 
tornyain az antenna felszerelése az épület egyéb költségeihez 
képest úgyis olyan csekély, hogy számba sem jöhet. Megjegy­
zem, hogy manapság 2 0  méteres, tehát közönséges emeletes 
lakóház magasságú antennával is már 2 0 0  kilométerre lehet 
drótnélküli jelzéseket adni, 60 méteres antenna megfelelő ener­
giával pedig 3000 kilométerre is még jól működik. A vevőkör 
beállítását néhány órai tanulmányozás alapján akármelyik 
középiskolai fizikai tanár is elvégzi s így azt hiszem ebben 
az irányban sem lenne semmiféle akadály sem. Sajnálom, hogy 
a Telefongyár részvénytársaságnak Gizella-úti telepén tervezett 
s szerelés alatt levő drótnélküli telefonállomása a mai napig 
nem készült el, mindjárt gyakorlatilag is bemutathattam volna 
a hullámfogás egyszerű voltát. Az órák automatikus igazításá­
tól, a mely még leginkább kerülne pénzbe (igaz, hogy csak 
néhány koronába), eleinte el lehetne tekinteni s megelégedhet­
nének, ha a vevőkörbe csatolt csengő csengéssel jelezné a 
tizenkét órát, a csengetés után kézzel volnának igazíthatok a 
többi órák.
Tekintetbe kell vennünk azonban azt is, hogy nálunk a 
telegrafia állami monopóliumot képez. Egyik ügyvéd ismerősöm 
okfejtése szerint a telegrafia jelek adására és vevésére szorít­
kozik. A vevő-állomásokon jelek adására épen az olcsóbb ki­
vitel miatt úgysem rendezkednének be, táviratozásról tehát
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szó sem lehetne, sőt még jelek vevéséről sem, mert hiszen 
naponként csak egy hosszú jelet adna az adó- s csak egy hosszú 
jelet vennének a vevő-állomások. Ilyenformán tehát a mono­
póliumba egyáltalán nem ülköznék a dolog. A saját részemről 
mindazonáltal fontosnak tartanám a m. kir. posta közreműkö­
dését is. Hiszen a hullámhossz megállapítása már úgyis a 
posta hatáskörébe esik s a más államokban folytatott gyakor­
lat szerint a posta tevékeny részt is vesz az ily irányú mun­
kálkodásban. A hullámhosszat vagy 1800 méterre kellene ven­
nünk, mint a mostani Eiffel-torony-állomáson az rendszeresítve 
van, vagy pedig 2000 métex-re, mint azt az újabb Eiffel-torony- 
állomásnál javasolják, a melynek berendezését 6000 kilométer 
távolságra hatónak tervezik.
Ha a vevő-állomásokat rosszul állítjuk be, vagy az olcsóbb- 
ság miatt igen alacsony antennákat alkalmazunk, akkor az 
adó-állomást kell erősebbre vennünk s így esetleg Berlinen 
és Rómán kívül még Konstantinápolyt s egyéb állomásokat 
is zavarhatunk. Ebben az esetben nemzetközi megállapodásokra 
volna szükség, a mi a tervezet kivitelét bonyolódottá teszi. 
Szerencsés véletlen folytán hasonló irányú megállapodások 
létrehozására szükséges nemzetközi bizottság összehívására 
már meg is történtek a kezdő lépések. Tissot a franczia hadi 
tengerészet sorhajóhadnagya ugyanis kísérleteket tett a hajón 
alkalmazott kronométereknek drótnélküli telegraffál való helyet­
tesítésére, illetőleg a pontos időnek a hajók részére drótnél­
küli telegraffal való jelzésére. A kísérletek szerint az idő pon­
tos jelzése már a kezdő próbálgatásoknál is fél másodpercznyi 
szabatossággal sikerült; minthogy azonban, különösen az atlanti 
oczeánon a különböző országok más és más jelzései zavart 
okozhatnak, nemzetközi megbeszélésre van szükség. A bizott­
ság összehívása ügyében Tissot megindította a mozgalmat; azt 
hiszem, hogy a nemzetközi bizottságban a tengeri kérdéseken 
kívül a felmei’ülő szárazföldi jelzés kérdését is el lehet intézni. 
A Tissot által javasolt nemzetközi bizottság keresné ki azokat 
az olcsó vevő-állomásokat is, a melyek a legfontosabb igények­
2bb
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nek is megfelelnek. Ugyanis, ha az órajelzést a kereskedelmi 
hajókon (például az összes vitorlásokon, kis gőzösökön) is be 
akarjuk vezetni, a vevőkészülékeknek olcsóknak kell lenniök, 
el kell tudniok viselni a legdurvább bánásmódot is; szükséges, 
hogy fentartásuk, üzembe helyezésük minél kevesebb munká­
val és fogással járjon; fontos, hogy tanulatlan személyzet is 
hamar elsajátíthassa a kezelést; ilyen és több hasonló fel­
tételek betartása kívánatos. Ha nálunk az országban már meg­
levő vevőkészülékek nem válnának be, akkor a bizottság által 
megállapítandó typus bizonyára meg fog felelni. A fentebb 
elmondottak alapján tehát az órajelzés bevezetésének semmi­
féle akadálya sincsen, annál kevésbbé sem, mert a Telefon­
gyár r.-t. Gizella-úti telepén a Poulsen-féle adó-állomás úgyis 
rövid időn belül üzembe kerül s így a tisztelt Társaság tagjai 
a kísérleteket már a közel jövőben elkezdhetik s a beállítás 
eredményéről tapasztalataikat közölhetik.
Legyen szabad ezen alkalommal olyan iránypontok tárgya­
lására is áttérnem, a melyek nincsenek ugyan kapcsolatban a 
pontos idő jelzésével, de annál inkább a jelzések felvételére 
szolgáló vevő-állomásokkal. Ezeket az állomásokat be kell 
állítani a megadott hullámhosszra. A középiskola nyolczadik 
évfolyamai részére gyönyörű gyakorlat volna egy egy ilyen 
sikeres hullámfogás, a fizika legmodernebb alkalmazásán öröm­
mel fáradoznának a tanulók s talán épen ez a gyakorlati kísér­
let is hozzájárulna ahhoz, hogy későbbi korukban is érdeklőd­
jenek a fizika és technikai kérdések iránt, a mit a mi közép- 
osztályunkról általában nem lehet elmondani.
Lehetne azonban a dolognak hadügyi szempontból is fon­
tos alkalmazása. Ennek kifejtéséül legyen szabad megemlítenem, 
hogy a modern háborúnak egyik legnagyobb támadó fegyvere 
a telegraf. Az ellenség hadállásának, mozdulatainak, tervének 
kikémlése csak telegrafikus jelentések alapján lehet. A mely 
nemzetnek jobb a telegrafja, az győz s a háború már befeje­
ződik a csaták megvívása előtt. Ilyen volt az utolsó szerb 
háborúnk, a hol az osztrák-magyar telegraf vér nélkül vívta
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ki a küzdelmet. Szerencsére telegrafhálózatunk olyan kiterjedt 
s jó karban tartott, hogy megállotta a próbát. Azonban más 
nemzetek is pótolják mulasztásaikat s mi is csak akkor nem 
maradunk el, ha kitartóan előre haladunk. Ilyen előrehaladási 
mozzanat volna az, ha intelligens fiatalságunkat a már mind­
inkább terjedő czélbalövésen kívül a telegrafiában is kiképez- 
nők. Ha a budapesti adó-állomás a déli jelzésen kívül rövid 
közérdekű táviratokat is, például az időjárás prognózisát is 
leadná, mód lenne nyújtva a fiatalságnak a telegrafálás, külö­
nösen azonban a hallás utáni vétel elsajátítására. Ha pedig 
ehhez még mozgó telegrafállomásokkal, például sárkányos 
antennákkal is eszközöltetnének gyakorlatok, játékképen eset­
leg már az alsóbb tanfolyamok részére is, esetleg a kedv a 
külföldi (például párizsi, cliffoni stb.) telegrammok elfogására 
kitűzött díjakkal is emeltetnék, meg volnék győződve, hogy 
ifjúságunk mire hadi sorba kerülne, tökéletesen értené a dol­
gát s ilyképen az előőrsi szolgálatnál olyan eredményeket ér­
hetne el, melyeket ellenségünk esetleges nagy tömegeivel sem 
tudna ellensúlyozni.
Igen nagy örömömre szolgálna, ha javaslatom irányában a 
nagyrabecsült vendégek és a tekintetes társaság tagjai további 
lépéseket volnának hajlandók tenni.
Gáti Béla.
C alderoni mü- é s  ta n sz e r v á l la la t  r.-t.
Budapest, IV., Váci-utca 50.
Vetítőkészülék «Calderoni I»
Ezen készülék lámpa-szekrénye legjobb minőségű aczéllemezekből van 
készítve, eternit-béléssel és kitűnő szellőztető szerkezettel van ellátva, 
120 mm. átm. kettős megvilágitólencsével (Kondensor), haj tócsavarral ellátott 
objektív-foglalattal, egy ebbe illő kitűnő vetítési objektivvel, a finom beállítás 
részére szolgáló mikrométer-csavarral és tolószerkezettel ellátott kettős kép­
váltó kerettel van felszerelve. A kondensor-lencsék a lámpatartó szekrényen 
kívül vannak elhelyezve és a lencsék közt felmelegedő levegő a kondensort 
tarló cső felső részén levő és egy kis fedővel borított nyíláson át távozhatik. 
A kondensor mögött egy kali-üvegből készített védőlemez van elhelyezve. — 
A készülék, mely egy áttört vastalapzatra van felszerelve, teljesen fémből van 
készítve. — A bronzból készített objektivet tartó előrész egy mikrometer- 
csavar segélyével magasabbra és mélyebbre állítható. Az oldalajtóval és bár­
sonyból készült fónyeizáró-függönynyel ellátott készülék ára fenti felszerelés­
sel lámpa nélkül K 260.—
Csak középiskolák részére egy platina-barretter 
állványnyal 20 korona. Bővebb leírással és a 
barretterre vonatkozó czikkek különlenyomatával Magyarország részére szíve­
sen szolgál Gáti Béla, Budapest, VII., D am janich-utcza 37. 
A Gáti-barrettert Németországban Hans Boas, Berlin, Krautstrasse 82., Angliá­
ban Robt W. Paul, New-Southgate, London N., Francziaországban Zivy et Co, 
BouIe\ard Magenta 28. Paris, Oroszországban 0. Richter pers. de l’amiraulé 
No 4. St. Petersbourg, képviseli. A legáltalánosabb és legelterjedtebb váltakozó 
áramú mérőeszköz és demonstrácziós készülék a gyenge áramú elektro­
technikában s e mellett a legmodernebb és legolcsóbb is.
Veti tőkészülék «Galderoni I. H.»
Ezen készülék, mely ugyanolyan szerkezetű mint a túloldali, egy általunk 
szerkesztett hűtővel van még elíátva, mely a megvilágító lencsék közé van 
igtatva. — Ezen felszerelés vetítő készülékünket a legtökéletesebb ilynemű 
készülékké avatja. Ára lám pa nélkül K 35 0 .—
A vetitőkészülókeinkhez felszerelt hajtócsavarral ellátott objektív fog­
lalatba tetszés szerinti 6 különféle gyúlávolságu vetítési objeclivet lehet 
elhelyezni, melynek gyútávolsága 150, 200, 250, 310, 355, 405, mm. —  
Minden készülékhez a fentjelzett árban csak egy darab ilyen vetítési objektiv 
tartozik. — Minden további objektiv ára darabonként K 2 4 .—
Yetitőkészfilékeink a merőleges és vízszintes síkban végbemenő vetítésre, 
valamint mikroskopikus vetítésre is, úgyszintén színképek, interferenciális 
tünemények, fényelhajlási, fénysarkitási és kettős törési kísérletek stb. veti- 
tésére is alkalmasak. Ezen mellékeszközökről addig is, inig az ezekről szóló 
külön árjegyzékünk meg fog jelenni, kívánatra szívesen küldünk részletes 
költségvetéseket. Vetítőkészülékeinket —  melyek a legtökéletesebbek— tetszés 
szerinti fényforrással, u. m. villamos ívfénynyel, mészfénynyel, acetylénnel,bor- 
szesz-izzófénynyel stb. szállítjuk.
E lek tro m o s ív lám p a
legjobb minőségű és felette erős 
szerkezetű (mellékelt ábra szerint) 
mely hajtócsavarok segélyével 
minden irányban könnyen moz­
gatható, 110—220 volt feszült­
ségű egyen- vagy váltóáramhoz,
5—50 Ampere áramerősségig hasz­
nálható. Ára K 1 2 0 .—
E lek tro m o s ív lá m p a
egyszerűbb és könnyebb szerke­
zetű. Ára K 9 0 .
B o r sz esz -izz ó íé liy lá m p a  légsűrítővel ellátva, mely 300 gyertya­
fény erejű világítást szolgáltat. Ára teljesen felszerelve K 50 .—
H árom lábú a sz ta lá llv á n y , mely hajtócsavar-szerkezet segé­
lyével magasabbra és mélyebbre állitbató, felső lapja pedig a vetítőkészülék 
által esetleg megkívánt szög alá, illetve ferde állásba hozható. Ára K l l O . —
V etítési e rn y ő  finom vászonból 200 cm. négyzetben, gyűrűkkel 
ellátva. Ára K 8 .—
E r n y ő -á llv á n y  fenti ernyő részére, mely könnyen és gyorsan 
szétszedhető. Ára szekrényben R 30 .—
V etíté si e rn y ő k  z sinórral felhúzható szerkezettel. — Ezen ernyők 
legczélszerübben a falra erősítendő 2 vastámaszra szerelendők, azonban 
bárhová, esetleg közvetlenül a falra is feierősithetők. — Az ernyők árai 
a következők :
200 240 300 360 420 480 cm. négyzetben
Ára 4 5 .— 05. 90 .— 145.— 200.— 240.— korona.
Calderoni m ű-és tanszervállalat részvénytársaság, Budapest, IV., Váci-utca 5 0 .
Részletes nagy árjegyzék vetítőkészülékeinkről m unkában van.
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A M athem atikai é s  PUysikat L apok évenként 8, lega láb b  3  Ívnyi 
füzetben jelennek  m eg, m ég  pedig, a  n yári hónapok k iv éte lév e l, m in ­
denkor a  h ó  m ásodik  felében . Az eg ész  évfolyam  24  3 0  ív  terjedelm ű  
lesz. E lő fizetési ára 10  korona. A M athem atikai é s  P h ysik a i T ársulat 
tagjai ta g sá g i díjuk fejében  kapják.
T ársu la ti m on d an iva lók . A tizenkilenczedik társulati év 1910 január 
1-én kezdődött.
A t a g s á g i  d í j  (Budapesten 10 korona, vidéken 6 korona (az Alapszabá­
lyok VII. 12. §-a szerint az év első negyedében esedékes. Kérjük t. Tagtársain­
kat, szíveskedjenek a tagsági dijat a társulat pénztárnoka : L é v a y  E d e  főgymna- 
siumi tanár (VI., Nagy János-utcza 37.) czimére beküldeni. A  m ú l t  é v e k r ő l  
h á t r a l é k b a n  le vő  t .  T a g tá r s a i n k a t  s ü r g ő s e n  k é r j ü k  a  t a g s á g i  d í j  b e k ü ld é s é é r t .
A M a th , és P h y s .  L a p o k  I. és III. évfolyama már csak nehány teljes 
példányban van meg és csak az egész sorozat megvételével szerezhető be. 
Az I. kötet ára 10 korona, a többieké 6—6 korona.
A z első és h arm adik  évfolyam  első füzetjét két-két koro­
nával vá ltju k  be.
R en d es ü lések . A társulat üléseit rendszerint minden hónap e ls ő  és 
h a r m a d i k  c s ü tö r tö k é n  tartja a tud. egyetem physikai intézetében (VIII., Eszter- 
házy-u. 3), d. u. 6 órakor. Az előadások tárgyát — egy mathematikai és egy 
physikai tárgy — 2—3 nappal az ülés előtt a napi lapokban kihirdetjük.
A tagajánlások a társulati ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok 
K ö v e s l ig e th y  R a d ó  ügyvivő titkár czimére VIII., S án d or-u tcza  8. intézendők.
A folyóirat szellemi részét illető küldemények (czikkek, feladatok, kérdé­
sek, stb.) a szerkesztőkhöz küldendők ; a mathematikai tárgyúak R a d o s  G u s z tá v , 
IX ., F eren cz-k örú t 38. sz., a physikai tárgyúak pedig K ö v e s l ig e th y  R .  
czíme alatt. A reclamatiók, czímváltozások a pénztárnokhoz intézendők.
I g e n  t i s z t e l t  m u n k a t á r s a i n k a t  értesítjük, hogy a választmány határozatá­
ból a szokott 25 különlenyomatot ezentúl üres borítékkal adjuk; nyomtatott 
borítékot csak külön kívánságra, a megfelelő nyomdai költségek felszámítá­
sával adhatunk.
OC A reclam atiók , cz ím vá ltozások  a p én ztárn ok h oz in tézen d ők .
TÉRBELI ALAKZATOK PROJEKTIV GEOMETRIAI 
ÁBRÁZOLÁSÁRÓL.
(Első közlemény.)
A térbeli alakzatok ábrázolására szolgáló Monge-féle módszer 
lényegében két sugárpontnak (Strahlenbünde]) egy síkra való 
kollineár leképezésén alapszik. E két sugárpont sugarai a két 
egymásra merőleges képsik normálisai. Ha minden sugárnak a 
reá merőleges képsíkkal való metszéspontja felel meg, akkor 
kollineár vonatkozásban van e két sugárpont a képsíkok­
kal. Ha pedig a két képsíkot a képtengely körül egybe forgat­
juk, a két sugárpontnak egy síkra való kollineár leképezését 
nyerjük.
E leképezések folytán a két sugárpont közös síksorának — 
a képtengely normálsíkjainak — két kongruens sugársor felel 
meg, melyeknek megfelelő elemei egymást födik. E körülmény­
ből látjuk, hogy a MoNGE-féle módszert, általánosabb ábrázolási 
módszerek egy specziális esetének tekinthetjük.
Jelen dolgozatomban bemutatni óhajtom, miképen lehet két 
sugárpontnak egy képsíkra való kollineár leképezését, a maga 
teljes általánosságában, térbeli alakzatok ábrázolására felhasz­
nálni. Egyben az összes lehetséges specziális esetekre is kívá­
nok rámutatni.
A két sugárpont közös síksorának a képsikban megfelelő 
sugársorok kölcsönös helyzete általános lehet; lehetnek azon­
ban perspektivek, vagy konczentrikusak. Az utóbbi esetben az 
is lehetséges, hogy kongruensek és megfelelő sugaraik egymást 
födik.
A két sugársor különböző kölcsönös helyzeteinek, különböző
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ábrázoló módszerek felelnek meg. Ezek mindegyikével behatóan 
foglalkozom.
Látni fogjuk, hogy ezek a módszerek különösen két koili- 
near sugárpont képezte elsőrendű sugárkongruencziák és az 
azokban foglalt alakzatok, nevezetesen a másod-, harmad- 
és negyedrendű reguláris seregek és felületek ábrázolására 
alkalmasak. Egyúttal a harmadrendű térgörbék ábrázolására, 
tanulmányozására és a rájuk vonatkozó szerkesztések keresztül­
vitelére előnyösen felhasználhatók.
Az alkalmazások közül csak néhányat szándékozom felemlí­
teni, a nélkül azonban, hogy a konstruktiv kezelésbe mélyeb­
ben behatolnék.
I. \  térelemek ábrázolásáról általában.
A) A pont ábrázolása.
1 . Az ábrázolás czéljaira használjuk a IQJ, |CS| sugárponto­
kat és a n képsíkot (1. ábra). A két sugárpontot a képsíkra 
kollineár leképezzük. A |Ct C2j  =  c közös sugaruknak a kép­
síkban egy C2, vagy egy Ct pont felel meg a szerint, a mint 
c-t a |Cj|, vagy a |CJ sugárponthoz tartozónak tekintjük. 1 A
[c] =  [aßy . .  .]
közös síksornak az
\a'b'c'. . .  |, ill. \a"b"c" . . . |
sugársor felel meg ;r-ben, a szerint, a mint a [c] siksort a jCJ, 
vagy a jC2| sugárponthoz tartozónak veszszük. A síksor termé­
szetesen a két sugársorral projektiv, azaz:
[aßr . . .  ] Á \a 'b 'c'. . .  | A |a"fc"c" . . .  |.
2. A tér valamely P  pontján át a két sugárpont egy-egy
1 Azt hiszem, nem szolgáltatok félreértésre okot, hogy a c sugárnak a 
képsikban megfelelő pontjait C, és Ca-ve 1 jelölöm, bár a sugárpontok kö­
zéppontjainak a jelölésére is azokat a betűket használom. Mindenkor vilá­
gosan fogjuk látni, melyik 6',, ill. Ca pontról van szó.
TÉRBELI ALAKZATOK PROJEKTIVGEOMETRIAI ÁBRÁZOLÁSÁRÓL. 273
sugara halad át. E p', p" sugaraknak megfelelő P', P "  pon­
tokat a P  pont első és második képének nevezzük (1 . ábra). 
Minthogy a tér valamely P  pontja a [c] síksor egy S síkjában 
van, azért a képei az ja'b'c' . . .  |, |a"b"c . . .  | projektív sugár­
sorok homológ, a ő síknak megfelelő d', d" sugarain vannak.
És fordítva, ha Q', Q" az \á b 'c '. . . \ ,  \a"b"c"...\ projektiv 
sugársorok bármely két megfelelő e', e" sugárain vannak, akkor 
a nekik megfelelő q', q" sugarak a [c] siksor egy az e', e" 
sugaraknak megfelelő e síkjában vannak; ezek tehát egy Q 
pontban metszik egymást, melynek képei Q' Q".
Ebből következik: Hogy a P', P" pontok egy térbeli P pon t 
képei legyenek, ahhoz szükséges és elegendő, hogy azok az 
\a 'b 'c '...\, \a" b" c" . . .  \, projektiv sugársorok megfelelő sugá­
rain legyenek rajta.
3. Ilyen módon a tér pontjait általánosságban a két képük­
kel ábrázolhatjuk. Kivételt képeznek a |C'1C2| =  c sugár pont­
jai, melyeknek első képei a képsík és második képei a kép­
sík Cx pontja. Ezek a pontok tehát képeikkel nincsenek meg­
határozva.
Felemlítendő még, hogy a térbeli pont első és a térbeli 




4. Minden ábrázolásnál első sorban az \a'b'c'. . .  |, |a"J>"c"... 
projektiv sugársorokat kell ismernünk. Ezzel azonban a CJ, 
[CJ sugárpontokat és azoknak a képsíkhoz való kollineár vo­
natkozásait még nem ismerjük. És épen e körülményben van 
e módszerek projektiv-geometriai jelentősége. Ha ugyanis egy 
pontrendszert az itt megjelölt módon ábrázolunk, akkor nem ­
csak ezt, de vele együtt az összes ezzel kollineár pontrend­
szereket is ábrázoljuk.
Legyenek például P', P " ; Q', Q"; /!', R" a pontrendszer 
tetszőleges három, P, Q, R  pontjának a képei és tegyük fel, 
hogy a P', Q', R ', Cv ill. a P ", Q", R", Ct pontok közül bár­
mely három nincs egy egyenesen. Ezek után a Cv C„ P, Q, R. 
pontokat teljesen önkényesen választjuk a térben és csak arra 
ügyelünk, hogy közülök bármely négy ne legyen egy sikban. 
A ICJ és |Cy sugárpontok és a képsik között kollineár vonat­
kozást létesítünk, ha a \C1P\, \Ct Q\, jC1R\, \Ct CJ sugarak meg­
felelőinek a képsík P \  Q', R', C2 pontjait és a |CaP|' \CtQ\, \CtR\, 
|C2 Cj| sugarak megfelelőinek a képsík P ", Q", R", Ct pont­
jait tekintjük.
A  p o n tre n d s z e re k  re k o n s tru k c z ió já n á l t e h á t  ö t p o n to t  ö n ­
k é n y e se n  v á la s z tu n k . De e p o n to k  k ü lö n b ö z ő  v á la s z tá s á n a k  
m egfele lő  p o n tre n d s z e re k  m in d  kollineárisalc. T e rm é sz e te se n  a  
MoNGE-féle m ó d s z e rre l  á b rá z o lt  a lak za to k  is  v ég te len  so k fé le ­
k é p e n  re k o n s tru á lh a tó k .
5. A képsík pontjai által a jCJ, |C2j sugárpontokat is kolli­
neár vonatkozásba hozzuk egymással. Valamely térbeli P  pont 
képei akkor és csak akkor esnek egybe, ha azon a |C,|, |C2j 
kollineár sugárpontok két megfelelő sugara halad át.
A tér eme pontjait koinczidáló pontoknak nevezzük.
A koinczidáló pontok geometriai helye, eszerint, a \Ct\, C2| 
kollineár sugárpontok pontképződménye. És a koinczidáló pontok 
egybeeső képeinek geometriai helye az \a'b'c' . . .  |, \a"b”c" . . .  j 
projektiv súg ár sor ok pontképződménye.
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B) A z egyenes ábrázolása.
6 . Valamely egyenes pontjainak első és második képei 
egy-egy g', g" egyenest alkotnak, melyeket az egyenes első és 
második képének nevezünk. Az egyenest a két képe általában 
meghatározza, mert ezeknek a jCJ, |CS| sugárpontok egy-egy 
síkja felel meg, melyek egymást a kérdéses egyenesben metszik.
Ha a g', g" képek az |a'b'c' . . .  |, |a"b"c" . .  s | projektiv sugár­
sorok megfelelő sugarai, akkor nekik a [C^ 1, |Ca| sugárpontok­
ban egy és ugyanaz a sík felel meg, s így a képek nem 
határozzák meg az egyenest. Ebben az esetben az egyenest 
két pontjának a képeivel ábrázolhatjuk.
A g egyenes A, B, C, . . .  pontjainak A', B', C  . . és
A", B " , C" . .. képei képezte pontsorok projektívek. E projek­
tiv pontsorokat a g', g" képekből az \a'b'c' . . . \ ,  | a"b"c'r t . .  
projektiv sugársorok metszik ki.
7. Valamely g egyenes g', g" képei akkor és csak akkor esnek 
egybe, ha az a [CJ, jC2| kollineár sugárpontok megfejelő sík­
jainak metszésvonala. Ilyen egyenest koinczidáló egyenesnek 
nevezünk.
A koinczidáló egyenesek geometriai helye e szerint a CJ,
|CJ kollineár sugárpontok képezte elsőrendű kongruenczia.
A tér valamely P  pontján általában csak egy koinczidáló 
egyenes halad át. Ennek képei egybeesnek a pont képeit össze­
kötő \P'P"\ egyenessel.
8 . Valamely koinczidáló egyenes pontjainak képei közös tar­
tóval biró két projektiv sugársort szolgáltatnak. Ha ez a pro- 
jektivitás involuczió, akkor a koinczidáló egyenest involutorikus- 
nak nevezzük.
Egy P  pont P', P "  képei akkor és csak akkor egyúttal egy 
Q pont Q' Q" képei, olyan formán, hogy
Q'=P", Q "= P '
legyen, ha P  egy involutorikus egyenesen van.
A tér eme pontjait involutorikus pontok-n&k és az egy-
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máshoz rendelt P, Q pontokat involutorihus pontpár-nak ne­
vezzük.
Bármely involutorikus egyenes minden pontja involutorikus 
pont és az involutorikus egyenesek pontjai kettesével involu­
torikus pontpárokat alkotnak.
Valamely involutorikus egyenes képei vagy az |a'b'c' . .  . |,
|a"b"c" . . . \  projektiv sugársorok egy közös megfelelő sugara 
vagy pedig involuczióban metszik e sugársorokat.
C) A sík  ábrázolása.
9. Valamely a sík pontjainak képei kollineár vonatkozás­
ban vannak, mert a |C,|, |C2[ sugárpontok a a sik pontjai ré­
vén szintén kollineár vonatkozásban vannak.
Ez a kollineáczió a a síkra jellemző és azért ezt a sík áb­
rázolására felhasználhatjuk.
A képsík kollineácziói közül azonban csak azok ábrázolnak 
síkot, melyeknek összes megfelelő pontpárjai az \a'b'c' . . .  |,
|a"b"c" . . .  | projektiv sugársorok megfelelő sugaraira esnek, 
mert csak ebben az esetben ábrázolnak a kollineáczió meg­
felelő pontpárjai térbeli pontokat. Ez a feltétel azonban nem­
csak szükséges, de elegendő is. Ebben az esetben ugyanis a 
képsík kollineácziója révén a ICJ, |C2j sugárpontok is kollineár 
vonatkozásba lépnek, még pedig ezek perspektivek, mert e 
sugárp on tokban a [c] =  [aßy . . .  ] közös síksor minden síkja 
önönmagának felel meg. A perspektiv helyzetből következik, 
hogy a két kollineár sugárpont megfelelő sugarai egy sík pont­
jaiban metszik egymást.
Az összes valamely síkot ábrázoló kollineácziókban a P '= C ar 
P" =  Ct egymásnak megfelelő pontpár, mint a sík és a C,Ca|= c  
egyenes metszéspontjának a képei.
Ha a sik a |C,|, |C2j sugárpontok egyikében van, akkor azt, 
az az egyenes ábrázolja, mely e síknak a megfelelő sugárpont 
a képsíkra való kollineár leképezése folytán megfelel.
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D) Transzformácziók.
1 0 . A [CJ, |Ca| sugárpontokon kívül még egy harmadik, |CS|, 
sugárpontot is felhasználhatunk az ábrázolásra, melyet szintén 
leképezünk a íz képsíkra. A térbeli P  ponton most a |C8| 
sugárpontnak egy p"' sugara is halad át, melynek a képsík P '"  
pontja felel meg. Ez a P '"  pont a P  pont harmadik képe.
A három sugárpont Ct , Ct , C3 középpontjainak két-két ké­
pére lesz szükségünk. Legyenek ezek: Cj", C["; C2, C2'"; C3', C ”. 
Továbbá legyen
|C,C,| — c3 |C2c 3| — C p C 3Q  —  C3
és feleljenek meg a
[ C g ]  [ 0 3 ^ 3 ^ 3  * * * ] ,  [ C j ] -  -  L O -iß iY  1 * * ■ ] ,  [ ^ 3 ]  1 [ ^ 2 Í ^ 2 ^ 2  •  •  * 1
síksoroknak a képsíkban a párosával projektív
IC, 1 — jcf3 bs Cg . . . és |C" | = K Kc\
|C3" |= |a" b'l c'[ . . . és |C"'|=|a",fe"'c;
|C"'!=|<i/'V "'. . . és C8' |= |a '4 c
sugársorok.
A C1; C2, Cg pontok említett képeit teljesen szabadon 
választhatjuk a képsíkban. De az említett három pár projektív 
sugársor projektivitásának megállapításánál szem előtt tartandó, 
hogy Cj, C2, C3 középpontok képei a megfelelő sugársorok 
homolog sugáraira essenek. Így essék p l:
C ' tt'3 -ra, Cl a" -ra,
C" a" -re, c ;" «i'-re,
c"; a'3'-re, C' a* -re.
Valamely térbeli P pont első és második
|C'|, C", projektív sugársorok megfelelő sugaraira, pl: b'3, b3 
sugaraira esik. Ebből a P  pont harmadik, P'" képét könnyen 
megszerkeszthetjük. Csak azt kell tekintetbe venni, hogy P" és 
P"' a [c;[, |C"'|, és épen így P ' és P'" a |C3'|, \C["\ projektiv 
sugársorok megfelelő sugarain vannak. Tehát
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P"  és P'" rajta van fej, ill. fej" sugáron,
mig
P ' és P'" rajta van fej, ill. fej" sugáron.
A Ppont harmadikképe tehát a fej" és b'" sugarakmetszéspontja, 
melyek az említett projektiv kapcsolatoknak a felhasználásával 
könnyen megszerkeszthetők.
A pont transzformálása segítségével az egyenest és a 
síkot is könnyen transzformálhatjuk.
11. Eddigi vizsgálataink teljesen általánosak, a mennyiben 
az \a'b'c' . . . | és |a"b"c" . .  . | projektiv sugársorok kölcsönös 
helyzetére nézve semiiyen megállapodás nem történt. Minden, 
a mit itt felemlítettünk, egyformán érvényes, akár általános 
helyzetben vannak e sugársorok, akár pedig perspektivek, vagy 
konczentrikusak. A továbbiakban ez esetek mindegyikével be­
hatóan kívánok foglalkozni.
11. Az ábrázolás kü lön b öző  e se te in ek  rész le tes
tá rg y a lá sa .
E) E ls ő  eset.
12. Elsőnek azt az esetet tárgyaljuk, melyben az ja'fe'c'. . .[,
|a"b"c" . . . j projektiv sugársorok általános helyzetben vannak 
egymáshoz, úgy, hogy képződményük egy nem degenerált /c2 
kúpszelet (2 . ábra).
Ha a |Cjj, |Caj sugárpontokat a képsík pontjai révén kollineár 
vonatkozásba hozzuk, akkor ezeknek sem megfelelő közös su­
garuk, sem közös megfelelő síkjuk nincsen. Ebből következik,1 
hogy a koinczidáló pontok geometriai helye (5) egy harmad­
rendű térgörbe kB, melyet az ábrázolás koinczidáló görbéjének 
nevezünk. A koinczidáló egyenesek (7) a koinczidáló görbe 
húrjai. Ezeknek geometriai helye tehát egy elsőrendű és har­
mad osztályú kongruenczia C (1, 3).
1 Th. Reye: Die Geometrie der Lage II. Abteilung 191. old. (III. ki­
adás 1892.)
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A koinczidáló görbe képei a A2 kúpszelettel azonosak. A |Q|, 
|Q | sugárpontokat mindig olyanformán képezzük le a képsíkra, 
hogy A2 kör legyem Ez a konstruktiv kezelés szempontjából 
előnyös.
iB. Bármely involutorikus egyenes képei átmennek a |QQ|sS  
a'= b"  egyenesnek a A*2 kúpszeletre vonatkozó harmonikus pó­
lusán (3. ábra), mert az \a'b'cr . . . \  és \a’'b"c" . . . \  projektiv 
sugársorok •— hol a ” és b' most a A2-nak a Q  ill. Q  pontjá­
ban húzott érintői — akkor és csak akkor metszhetik az egye­
nes képeit involuczióban.
Minthogy ez a feltétel nemcsak szükséges, de elégséges is, 
azért az involucziós egyenesek képei az \I\ sugársort alkotják.
Az I  pontnak a IQ1, |Ct| sugárpontokban egy-egy ut , ut 
sugár felel meg, melyek kitérők, mert I  nincs rajta a A2 
kúpszeleten. Az | / |  sugársornak a IQ ], |Q | sugárpontokban 
az [mJ, [mJ projektiv síksorok felelnek meg, melyek egy má­
sodrendű reguláris sereget képeznek. E reguláris sereg egy­
úttal az involutorikus egyenesek geometriai h e lye; azért ezt 
involutorikus reguláris seregnek, a neki megfelelő másodrendű
2. ábra.
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felületet pedig involutorikus felület-nek nevezzük. Ez a felület 
egyúltal az involutorikus pontok geometriai helye.
A képsik pontjai között rokonságot létesítünk, ha bármely 
két konjugált involutorikus pont első képeit egymásnak meg­
felelőknek tekintjük (P', Q'). Ez a rokonság az ismert álta­
lános inverzió a k2 kúpszeletre és az I  sorozó pólusra nézve. 
Minthogy a konjugált involutorikus pontok első képei kon­
jugált harmonikus pólusok a k2 kúpszeletre nézve, azért maga 
a P, Q pontok is konjugált harmonikus pólusok a ks koin- 
czidáló görbére nézve.
14. Mielőtt a sík ábrázolására áttérnék, meg kell jegyeznem, 
hogy a képsík C, pontjának a jCJ sugárpontban a k3 koinczi- 
dáló görbének a Ct pontjához tartozó érintője felel meg. Ha­
3. ábra.
sonlót állíIhatunk a |C2| sugárpont ama sugaráról, mely a kép­
sík C2 pontjának felel meg. Ez onnan következik, hogy a 
[CjCy^c sugárnak a |Cj|, |C2J kollineár sugárpontokban a k3 
koinczidáló görbe említett érintői felelnek meg.
15. A k3 koinczidáló görbét bármely sík három pontban 
metszi. E pontok képei a síkot ábrázoló kollineáczió kettős­
pontjai. Két-két kettőspontot összekötő egyenesek adják a sík 
koinczidáló egyeneseinek a képeit.
A síkot ábrázoló kollineácziót kettőspontjaival is megadhat- 
'uk. Negyedik megfelelő pontpár gyanánt azután a P '= C 2, 
P" =  C1 szolgál. Ha e kettőspontok közül kettő képzetes, ak­
kor a koinczidáló egyenesek közül szintén kettő képzetes. 
Ebben az esetben a síkot a valós koinczidáló pontjával és 
egyenesével ábrázolhatjuk.
Ha egy sík átmegy a k8 C,, vagy C3 pontjához tartozó 
érintőjén, akkor neki a képsíkban egy a Clt illetőleg C3 pont­
ján átmenő egyenes felel meg.
A C1, Cs pontokhoz tartozó simuló síkoknak a ka kúp­
szelet Cj, Cä pontjaihoz tartozó érintői felelnek meg.
16. Az ábrázolás ez esetében könnyen végezhetünk spe- 
cziális transzformácziókat. Ha ugyanis a C3 középpontot a 
k3 görbén veszszük fel, akkor a \C3\ sugárpontot a CJ, |C2| 
sugárpontokkal oly módon hozhatjuk kollineár vonatkozásba, 
hogy bármelyik kettőjüknek képződménye a k3 koinczidáló 
görbe legyen. 1 Ezután a |C3| sugárpontot a képsíkkal olyan for­
mán hozzuk kollineár vonatkozásba, hogy a \C3\ sugárpont 
bármely p'" sugarának az a P"' pont feleljen meg a képsík­
ban, mely a kollineár |C,|, |CS| sugárpontokban megfelelő p', 
p" sugaraknak is megfelel.
Ha most a C3 czentrum és a P  pont P', P" képei adva 
vannak, a P'" harmadik képet könnyen megszerkeszthetjük 
(4. ábra).
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1 Reye i. m. II. Abt. 205. old.
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|P' Q! és IP " Q  
\P"C3\ és \P'"Ct \
\P"'CJt és IP ' Cs|
sugarak ugyanis párosával a k2 kúpszelet egy-egy L, M, N  
pontjában metszik egymást és a \CZM\, C'1A7 sugarak metszés­
pontja a kívánt P'",
A PAScAL-féle tételből következik, hogy a P  pont három képe 
egy egyenesen van, mert P', P", P'" pontok a k® kúpsze­
letbe beírt CjLQMCgiV hatszög szembenfekvő oldalainak met­
széspontjai.
Hogy valamely pont három képe egy egyenesen van, abból 
is következik, hogy bármely koinczidáló egyenes harmadik 
képe az első két képével egybeesik.
A továbbiakban a koinczidáló pontokat és egyeneseket és 
azok egybeeső képeit egy és ugyanazzal a betűvel fogjuk jelölni.
4. ábra.
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F) M á s o d ik  e se t.1
17. Felteszszük most, hogy a képsík Ct , pontjai nem 
esnek egybe, de az ja'b'c'. . .  J, |a"b"c" : ..  | projektiv sugár­
sorok perspektivek (5. ábra).
Ebben az esetben a |Cj|, |Ca| kollineár sugárpontoknak egy 
közös megfelelő co síkjuk van, a nélkül azonban, hogy közös 
megfelelő sugaruk is volna.
Az co síknak a képsíkban a |CtCt \=v czentrális tengely felel 
meg. Az |a'b'c'. . .  | és \a"b"c" . . .  | projektiv sugársorok meg­
felelő sugarai az u perspektiv tengelyben metszik egymást.
18. A koinczidáló pontok geometriai helye (5) egy az w sík­
ban fekvő íc1 2 kúpszeletből és egy azt egy pontban metsző, de 
nem az co síkban fekvő u egyenesből áll. 2 Az x t pontjainak
1 Ez az ábrázolási eset lényegében megegyezik azzal, melyet «A két 
képsikon való ábrázolás elméletéhez» czimű dolgozatom első részében 
ismertettem. Math, és Phys. Lapok XVIII. kötet, 29. oldal, 1909.
2 Reye i. m. II. Abt. 190. old.
5. ábra.
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képei a v czentrális tengely egy-egy pontjában esnek egybe, 
az u egyeneséi pedig, az u  perspektiv tengely egy egy pontjában.
A x 1 kúpszeletet koinczidáló kúpszeletnek, a tér u egyene­
sét pedig koinczidáló tengelynek fogjuk nevezni. Ezt az u  koin­
czidáló tengelyt az u perspektiv tengelytől meg kell külön­
böztetni.
19. A koinczidáló egyenesek (7) vagy az w sik egyenesei, 
vagy amaz elsőrendű és másodosztályú C(l, 2 ) kongruenczia 
sugarai, melynek sugarai a x 2 kúpszeletet és az u koinczidáló 
tengelyt egy-egy pontban metszik. Egy egyenes, mely a x 2 és 
u  metszéspontján megy át és nincs az co síkban, akkor és 
csak akkor koinczidáló egyenes, ha az illető egyenes és az u 
koinczidáló tengely meghatározta sík a x 2 kúpszeletet érinti.
20. Involutorikus (8 ) egyenes is kétféle van. Azok t. i. vagy 
az co síkban vannak, vagy nincsenek az co síkban.
Az co síkban fekvő involutorikus sugarak átmennek a jCjC2]=c  
egyenesnek a íc2 kúpszeletre vonatkozó harmonikus C pólusán, 
melynek képei: C '= C 1, C"' =  C2. A szóban levő involutorikus 
egyenes és a \CtC^=c egyenes D metszéspontjáé ellenben 
Z)'=C2, D" =  C1. Ebből már következik, hogy az egyenes akkor 
és csak akkor lehet involutorikus, ha C az egyenes pontja. Az 
ca sík involutorikus egyenesei tehát a |C| sugársort képezik.
Ha valamely involutorikus egyenes nincs az w síkban, akkor 
az illető involuczió kettőspontjai az illető egyenes egybeeső 
képeinek a v czentrális tengelylyel és az u  perspektiv te n g e l­
lyel való I, K  metszéspontjai (5. ábra). E szerint az egyenes 
egy tetszőleges P  pontjának P ’, P" képei egymástól az I  és 
K  pontok által harmonikusan vannak elválasztva. De akkor 
I  az u perspektiv tengelytől a képsík Ct , Ct pontjai által har­
monikusan van elválasztva.
Minthogy a képsík 1 pontja, úgy a ír2 kúpszelet, mint az 
involutorikus egyenes egy pontjának az egybeeső képei, azért 
a nem az co síkban fekvő involutorikus egyenesek egy \I\ sugár­
sort képeznek, melynek a síkja a íc* kúpszelet I  pontja és az 
u koinczidáló tengelylyel van meghatározva.
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21. Mind az <w, mind a a sik valamennyi pontja involuto- 
rikus pont.
Ha F, Q az w sik egy involutorikus pontpárja, akkor ezek 
a íc2 kúpszeletre vonatkoztatott harmonikus pólusok. Minthogy 
\PQ\ a C ponton átmegy, azért az összes konjugált involuto­
rikus pontok egy általános inverzió megfelelő pontjai, melynek 
direktrix kúpszelete x* és sorozó pólusa C.
Ha pedig P, <J a. a sik egy involutorikus pontpárja, akkor 
ezek egymástól a íc2 kúpszelet I  pontja és a koinczidáló ten­
gely által harmonikusan vannak elválasztva. A a sík involuto­
rikus pontpárjai eszerint egy involuczió elempárjai, melynek 
czentruma 7, tengelye n.
22. A síkot ábrázoló kollineáezió akkor és csak akkor czen- 
trális, ha a sík a koinczidáló tengelyen átmegy. Ilyen sík a 
x* kúpszeletet két pontban metszi, melyek egyike a a;2 és u 
közös pontja. A sík és a íc2 kúpszelet másik metszéspontjá­
nak egybeeső képei, a kollineáezió czentruma, és az u per- 
spektiv-tengely a kollineáezió tengelye.
A a involutorikus síkot ábrázoló czentrális kollineáezió in­
volutorikus. Minthogy a C" =  C2 az involuczió egy
elempárja, azért a C pont a a sík pontja.
23. Az ábrázolás ebben az esetében szintén végezhetünk 
könnyen specziális transzformácziókat, ha az új sugárpont C3 
középpontját a oc? kúpszeleten veszszük fel. A |C3| sugárpontot 
a \Ct\ és |C2j sugárpontokkal olyanformán hozzuk kollineár vo­
natkozásba, hogy mind a íc2 kúpszelet, mind a koinczidáló ten­
gely valamennyi pontjában a három sugárpont megfelelő su­
garai találkozzanak. Ezután a |C8| sugárpontot úgy képezzük le 
a képsíkra, hogy a \C3\ minden sugarának a képsík ama pontja 
feleljen meg, mely a |CJ, |C2| sugárpontok megfelelő sugarának 
megfelel.
Ha már most a P  pont P', P"  képei adva vannak, akkor a 
Cs pontra vonatkozó harmadik képét következő módon nyer­
jük (6 . ábra). A
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|P ' Q  és |P" C,|,
\P" Cs\ és \P "'Q ,
|P"' CJ és |P ' C31
sugarak ugyanis párosával az u  perspektiv tengely L, M, N  
pontjaiban metszik egymást. A keresett harmadik kép P " tehát 
a |CaM] és |C,iVj metszéspontja.
A P  pont P', P ", P"' képei egy egyenesen vannak, mert 
ezek az u, v egyenespárba beírt Ct LC„MC3N  hatszög szemben- 
fekvő oldalainak metszéspontjai.
A koinczidáló pontok és egyenesek harmadik képei az első 
két képükkel egybeesnek.
6. ábra.
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G) H arm adik eset.
24. Tegyük fel, hogy az a 'b 'c '. . .  |, \a"b"c" . . .  projektiv 
sugársorok konczentrikusak és hogy két egymástól különböző 
(valós vagy képzetes), vagy két egybeeső kettős sugaruk van. 
Jelöljük ezeket vt , i^-vel.
A jelen esetben a |C,|, CJ kollineár sugárpontoknak közös 
megfelelő sugara a |CjC2|= c  sugár. Ezenkívül van két külön­
böző (valós vagy képzetes), vagy egybeeső közös megfelelő 
síkjuk «»j, íü2.
A koinczidáló pontok geometriai helye három egyenesből 
áll. Még pedig a C ^ j^ c-b ő l és az mí , w,2 síkok egy-egy v t , 
v3 egyenesből. Ha a>x és cu3 egybeesnek, akkor vx és v3 is 
egybeesnek.
Az cux, oj2 síkok t'j, v, egyeneseit koinczidáló tengelyeknek 
nevezzük. Ezek co1 , a»2-vel egyidőben valósak vagy képzetesek.
A koinczidáló pontok képeinek geometriai helye a képsík 
Vj, v3 egyenesei.
25. A koinczidáló egyenesek részben az oi„ síkok egye­
nesei, részben pedig annak a C( 1, 1) lineáris kongruencziá- 
nak sugarai, melynek a vt, koinczidáló tengelyek a ten­
gelyei.1
26. Tegyük most fel, hogy a v1, v3 koinczidáló tengelyek a Vlt 
Fs pontokban metszik a |CxCt|= c  egyenest. Az cox, cu3 síkok­
nak a képsík vx, vt egyenesei felelnek meg, és a [c] =  [aßy. . .  ] 
siksor egy tetszőleges a síkjának az a', a" sugarak. A i\ ,  v3, 
a", a' sugarak kettős aránya az ábrázolásra jellemző. Bebizo­
nyítjuk, hogy ez a V1, Fs, Cx, Ct pontok kettős arányával 
egyenlő (7. ábra).
Két tetszőleges g, h koinczidáló egyenes a ICjCJsc egye­
nessel egy másodrendű reguláris sereget határoznak meg. E se­
regnek a Fj, F2, Clt C2 pontjain átmenő sugarai a g egye­
nest a K, L, M, N, pontokban metszik. E szerint
1 R eye i. m. II. Abt. 180. old.
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(V.KC/J,) =  (KLM N ) = (K"L"M "N ") =  (fV/ta"a'),
a mivel a bebizonyítás megtörtént.
Ha az \a 'b 'c ',..\, \a"b"c" . . .  sugársorok involutorikusak, 
akkor Vt , F2-től Gt és C2 által harmonikusan van elválasztva.
27. A mi az involutorikus egyeneseket és pontokat illeti, 
megkülönböztetendők azok az esetek, mikor |a'b'c' . . .  | és 
|a"b"c" . . .  | involutorikusak és mikor nem azok.
Az utóbbi esetekben az involutorikus egyenesek csak az o)1 
és az íu2 síkban lehetnek. Ha az w1 sík egy ilyen egyenese a 
IC1 C2| =  c egyenest az / ,  pontban, a |CJ, |CS| kollineár sugár­
pontokban foglalt |p 'q 'r ' . . .  |, \p"q"r" . . .  | perspektiv sugársorok 
megfelelő p', p" sugarait P, Q-ban metszi, akkor az utóbbiak 
egymástól I y és vt által harmonikusan vannak elválasztva. De
7. ábra.
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ebből azután az is következik, hogy I t F1-től Ct és Ct által 
harmonikusan van elválasztva (8 . ábra).
Ennek következtében az uií sík minden involutorikus egye­
nese átmegy a c=  egyenes amaz Ix pontján, mely Ftől Ct 
és C2 által harmonikusan van elválasztva. Épen így az sík 
minden involutorikus egyenese átmegy a c=\CtCz\ egyenes amaz 
J2 pontján, mely F2-től a és C2 pontok által harmonikusan 
van elválasztva.
Az w1 sík involutorikus pontpárjai, annak az involutorikus 
kollineácziónak elempárjai, melynek czentruma I t és tengelye vr  
Épen így az sík involutorikus pontpárjai annak az involu­
torikus kollineácziónak elempárjai, melynek czentruma és 
tengelye vr
28. Ha az |a'b'c' . . .  |, \a"b"c" . . .  | sugársorok involutoriku- 
sak, akkor 4 =  Fa, 4 = F r  Ebben az esetben tehát az wlt a»2 




hoz tartoznak, melynek tengelyei v1, v„. Minthogy ebben az 
esetben az összes nem az co1 vagy zoä sikokban fekvő koinczi- 
dáló egyenesek involutorikus egyenesek, abból következik : Az 
involutorikus egyenesek geometriai helye az a C( 1, 1) lineáris 
kongruenczia, melynek tengelyei a vt, v2 koinczidáló tengelyek.
29. Ha az ja'Ve' . .  . [ \a"b"c" . . .  I konczentrikus projektiv 
sugársoroknak két kettős sugara egybe esik, akkor a koinczi­
dáló egyenesek egyrészt az wt= o)^M  sík egyenesei, másrészt 
pedig ama parabolikus lineáris kongruenczia sugarai, melyet 
a kollineár (CJ, CJ sugárpontok képeznek és melynek tengelye 
v ^ v ^ v .
Az involutorikus egyenesek az m síkban vannak és álmen­
nek a c = |CtC^ egyenes amaz I  pontján, mely F = F j = F 2-től 
Cj és C2 által harmonikusan van elválasztva.
Az involutorikus pontpárok egy involutorikus kollineáczió 
elempárjai, melynek czentruma I  és tengelye v.
30. Ha a harmadik sugárpont C8 középpontját a |CjC2| =  C 
egyenesen veszszük fel, könnyen végezhetünk specziális transz- 
formácziókat. A CJ, |CS| kollineár sugárpontok képezte lineáris 
kongruenczia minden sugarán a |CJ sugárpont egy síkja halad 
át. A |C3| sugárpontot a CJ, |Cg| kollineár sugárpontokkal 
kollineár vonatkozásba hozzuk, azáltal, hogy a \Cl|, |C#| meg­
felelő at , a2 síkjainak a Cg1 sugárpont amaz a., síkját tekint­
jük megfelelőnek, mely az ax és aä síkok metszésvonalán ha­
lad át.
Ezután a |C,| sugárpontot a képsikkal hozzuk kollineár vo­
natkozásba, olyanformán, hogy minden sugarának a képsík ama 
pontja feleljen meg, mely a neki a |Cjj és |CS| sugárpontokban 
megfelelő sugaraknak is megfelel. Ilyen módon a \CS\ sugár­
pont a tér P  pontján átmenő p'" sugarának a képsik P ’" pontja 
felel meg, mely a P  pont harmadik képe. A koinczidáló pon­
tok és egyenesek harmadik képe az első két képükkel egybe­
esik. Ebből következik, hogy valamely pont három képe egy 
egyenesen van (9. ábra).
A |C,C2j= c  egyenesen a C3 czentrumot megadjuk úgy, hogy
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a [c] =  [o/9r . . . ]  síksor « síkjának egy a C3 ponton átmenő 
egyenesét megadjuk az A és B  pontjainak képei által. Köny- 
nyen megszerkeszthetjük ennek segítségével az \n"'b'"c'" . .  . | 
sugársor a'" sugarát. Az A és B  pontok harmadik képei 
ugyanis az A és B  pontokon álmenő koinczidáló egyenesek 
képeinek metszéspontjában egybeesnek. Ez a metszéspont az 
a'" sugár egy pontja.
De megszerkeszthetjük a [c] =  [aßy . . .  ] siksor egy tetsző­
leges ß síkjának megfelelő b'" sugarát is. A szerkesztést az 
előbbire vezetjük vissza, a mennyiben a ß sík oly C, D pont­
párját szerkesztjük, melyek a \C3\ sugárpont egy sugarán 
vannak.
Ilyen pontok szerkesztésénél tekintetbe vesszük, hogy az 
A, B, C, B  pontok egy síkban vannak s így az \A'C'\ és \B'Dj 
egyenesek M' metszéspontja, továbbá az \A"C"\ és \B"D"\ 
egyenesek M" metszéspontja az \a 'b 'c '...\, projektív sugár­
sorok megfelelő c', c" sugarain vannak. A C , D', C" ponto­
9. ábra.
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kát a b" egyenesen tetszőlegesen vehetjük fel, de a D" pon­
tot az M', M" pontok segítségével kell meghatározni.
Ha w az o)t , síkok egyike és P  egy benne fekvő pont, 
melynek képei P \ P", P'"; és ha v az co síkban levő koin- 
czidáló tengely, mely a IQ C Jsc egyenest F-ben metszi, 
akkor
(P'P"P"'C) =  (fitCt C,V),
hol C az |a'fc'c'. . .  |, a"b"c"...|, |a"'b"'c'" . . .  | sugársorok közös 
czentrumát jelenti. Ha ugyanis a C1, C2, C3, V  pontokat P-ből 
v-re vetítjük, a Px, P%, P3, V pontokat nyerjük, melyeknek mind 
a három képei a P', P", P'", C pontok egyikében egybeesnek. 
Ennek folytán
(P'P»P'"C. .  .)~ h (P J \P sV . . . )  A  (Cfi%Ct V . . . ) ,  
a mivel az állításunk be van bizonyítva.
Privorszky Alajos.
ADALÉKOK AZ ÜVEGRÁCSON ELHAJLITOTT FÉNY 
POLÁROSSÁGÁNAK ELMÉLETÉHEZ.
(Második és befejező közlemény.)
II. RÉSZ.
3 . §. A FRÖHLiCH-féle elm élet továbbfejlesztése, nehézségek a rezgő czen- 
trum ok értelm ezésében. A STOKES-féle felfogás á lta lánosítására  vezető 
egyszerű kísérletek, e felfogás fogalmazása.
A megelőző fejezetben megismerkedtünk az üvegrácson el­
hajlított fény vizsgálatának legújabb eredményeivel s láttuk, 
hogyan állított elő F röhlich ezek értelmezésére aránylag egy­
szerű rezgő-czentrumokat.
Az elméletnek következő lépése — egész magától értető- 
leg — az lenne, hogy számot adjunk arról, hogyan állnak elő 
a rácsfelületen azok a hypothetikus rezgési állapotok. Azon­
ban az ilyen irányú továbbhaladás útjában nem csekély nehéz­
ségek lépnek fel.
Már a circumaxiális polározás értelmezésénél is találkozunk 
ilyen nehézséggel. A legegyszerűbb eset (1. 17. lapon) értel­
mezéséhez oly rezgésre van szükségünk, melynek iránya egybe­
esik a zérus intenzitású visszavert sugáréval. A Brewster- 
törvény szerint ez éppen a megtört fény rezgés iránya. Itt 
tehát még annyira — a mennyire rendben volna a dolog — 
ámbár hogy hogyan hozza létre ez a vektor a levegőben a 
circumaxiális rendszert, nehéz elképzelni; azonban már egy 
kissé általánosabb esetben, mikor t. i. a polározás síkja nem 
merőleges a beesésére, ez a felfogás is cserben hagy, miután
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a mindenkori circumaxiális rendszer tengelye nem esik össze 
a megtört fény mindenkori rezgési irányával.
Még sokkal komolyabb természetű akadályra bukkanunk 
azonban az isogonális rendszer értelmezésénél. Láttuk, hogy 
ez — az elektromágneses fényelmélet szerint — akkor állhat 
elő, ha a fénynek mind elektromos, mind mágneses vektora 
gerjesztőleg hat. Viszont azonban ismeretes, hogy minden 
eddig ismert fénytünemény leírására pusztán az elektromos 
vektorral, mint «irányadó» vektorral beérhetni.1 Egyrészt tehát 
már ebből a szempontból is igen meglepő volna e tünemények 
kivételes állása, másrészt pedig tényleg a mágneses vektor 
fellépését semmiféle egyszerű módon nem lehet magyarázni.
Ilyen irányú eredm énytelen elm életi próbálgatások, majd 
meg a STOKEs-féle felfogás körül forgó elm élkedések után végre 
is néhány egyszerű kisérlet vezetett arra az elm életre, a melyet 
alább ism ertetni fogok.
A kicsiny részecskéken iörténő fényelhajlást óhajtván ugyanis 
kísérletileg vizsgálni, planparallel üveglemez (jobbfajta tükör­
üveg) egyik lapját megolvasztott kén fölé tartva, rácsapodó 
finom kénszemecskékkel vontam be s az így praeparált lemezt 
minden irányra beállítható keretre szerelve egy JAMiN-féle nagy 
polározó-kör közepére helyeztem. Egy NERNST-lámpának len­
csével közel párhuzamossá tett fénye polározó hasábon át 
merőlegesen esett rá az említett lemez réteges felére. A kén­
részecskéken a levegőbe elhajlított fényt (azaz a vissz averődve- 
elhajlttott fényt) nicollal megvizsgálva, azt — elegendő finom 
részecskék esetén — majdnem teljesen síkban polározottnak 
találtam, a polározási síkok elrendezését pedig (megközelítőleg) 
isogonálisak, azaz ugyanolyannak, mint a milyent az üveg 
rácsozása által létesített elhajlított fény mutat.2 Ez az ered­
1 V. ö. Drude: Lehrb. d. Optik 239. 1.
2 Megjegyzem, hogy mind ezek, mind az alább említendő megfigyelések 
csupán qualitativ jellegűek voltak, miután e kísérleteket tulajdonképen más 
szempontból végeztem.
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mény különben a 17. lapon mon­
dottak alapján igen nagy valószínű­
séggel várható is volt. Vessük azon­
ban össze ezt a megfigyelést azzal, 
a mit a fényszóródásról fentebb 
(9— 11. 1.) mondottunk s akkor ki­
mondhatjuk, hogy: egy kicsiny ré­
szecskén elhajlított fény circumaxi- 
álisan van polározva. ha a részecske 
homogén közegbe van ágyazva, 
isogonálisan, ha levegő-üveg határ­
felületére van helyezveI Miután pe­
dig a részecskét az üvegfelülethez fokozatosan közelítve, az első 
esetből a másodikba a jelenséget folytonosan vihetjük át, közel­
eső a gondolat, hogy ezt a folyamatot számítással is kövessük. 
A mint a részecske a felülethez közel jön, minden irányból 
két (elhajlított) sugár jut a megfigyelő szemébe (1. a 4. ábrát); 
egyik (If) — a részecskén a beeső fénynyel ellenkező irány­
ban hajlítva el — közvetlenül; a másik (hv) — az átmenő 
fény irányában hajlítva el — az üvegen való visszaverődés 
útján. Addig, a míg a részecske távolsága a lemeztől legalább 
fényhullámhosszrendű, erre a visszaverődésre biztosan alkal­
mazhatjuk Fresnel formuláit s így kiszámíthatjuk a két sugár 
interferentiájának eredményét. Azzal a feltevéssel élve, hogy 
akármilyen kis távolság esetén is érvényesek e formulák, meg­
próbáltam kiszámolni a polárossági sikok várható elrendezését 
abban az esetben, mikor a részecske egészen a határfelületre 
jut s a megfigyelésekkel tökéletesen egyező eredményt kaptam.
E szerint a visszaverődéses elhajlításról oly képet alkot­
hatunk magunknak, hogy a beeső fény az elhajlító felület 
előtt (ámbár hozzá végtelenül közel) szenved elhajlítást (azaz 
válik gerjesztő középponttá), a megfigyelt visszaverődve-elhaj- 1




Ütött fény pedig eredője annak a két sugárnak, a mely az 
elhajlítás helyéről direkt, ill. visszaverődéssel a megfigyelő 
szemébe jut.
Látnivaló, hogy ez az értelmezés a STOKEs-féle felfogásnak 
közvetlen általánosítása. Belátjuk azt is, miért áll az irregu- 
láris reflexió a tapasztalattal ellentétben. Éppen, mert a tény­
leges vektorrendszernek csak egyik összetevőjét tartalmazza. 
Egyúttal az is kitűnik, hogy a STOKEs-féle felfogás módosítandó 
a töréses-elhajlítás értelmezése végett is, a melyre eredetileg 
szánva volt. Valóban, ha a tárgyalt esetben a megtörve elhaj­
lított (az üvegbe lépő) fényt azonosítani akarnók az (If) sugár­
nak az üvegbe lépő (In) részével, akkor az üvegben csak egy 
olyan kúpon belől kapnánk elhajlított fényt, melynek félnyilás- 
szöge a teljes visszaverődés határszöge (a surlódó beeséshöz 
tartozó törésszög). A tapasztalat szerint azonban a megtörve- 
elhajlított fény is kitölti a maga félterét. Ehhez az eredmény­
hez is könnyen eljuthatunk, ha az üvegben is (hozzá vég­
telenül közel) felveszünk egy elhajlító felületet, a mit már a 
szimmetria is követel, nem lévén egyelőre okunk az egyik 
közeget a másik felett kitüntetni. Az ezen történő fényelhajlás 
(1. az 5. ábrát) azután a (II,) és (íl\v) sugarakat szolgáltatja 
a megtörve-elhajlított, a (Hu) sugarat a visszaverődve-elhaj- 
lított fényhez.
Itt lesz helyén felemlíteni egy a (IIu) sugárrenszderre vonat­
kozó megfigyelést, a mely itt közölt felfogásmódunkkal szintén 
szoros vonatkozásba hozható. Az említett kéncsapadékon tör­
ténő fényelhajlást homogén közegben akarván létesíteni, az 
üveglemez réteges oldalát egy csepp czédrusolaj közvetítésével 
közel ugyanakkora törésmutatójú üvegfélgömb átmérő-lapjára 
ragasztottam (1. a 2. ábrát) miután a kénréteget védelmül igen 
vékony kollodium-hártyával vontam be. Akár a félgömbön, 
akár a lemezen keresztül esett e praeparatumra (az átmérő­
lapra merőlegesen) síkban polározott fény, a kénrészecskéken 
elhajlított sugarak közül a íélgömbön irányváltozás nélkül ki­
lépő sugarak a várható circumaxiális, a lemezen át közön­
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séges töréssel kilépők pedig az isogonális polározást mutatták. 
Ez a kísérlet tehát azt mutatja, hogy a circumaxiális rend­
szerből egyszerű töréssel isogonális 
rendszer keletkezhet}  Ezt az első 
pillanatra annyira meglepő ered­
ményt könnyebben megértendő, a
6 . ábrán sztereografikus vetületben 
ábrázoltunk egy gömbfelületet, rajta 
a circumaxiális elrendezést (ponto­
zott közök) és az isogonális poláro­
zást (vonalkázott egyenesek) ábrázoló 
vonalrendszerekkel, a melyre még a 
meridiánok és parallelkörök hálóza­
tát is felrajzoltuk. Látnivaló, hogy
kisebb pólustávolságoknál az eltérés közöttük elég kicsiny, na­
gyobbaknál szintén nagyobb, de mindig olyan, hogy az isogöna-
5. ábra.
1 Ez egyúttal Stokes irregularis törését is igazolja, de csak ebben a 
legegyszerűbb esetben, a belső totális reflexió határszögéig, a melyet ő 




litásnak megfelelő polározási irány nagyobb szöget zár be az el­
hajlás (s egyúttal törés) síkjával, mint az eredeti circumaxiális; 
megfelelően annak, hogy törésnél a polárosság síkja a beesés 
(törés) síkjától távolodik, a beesés szögével együtt növekvő 
mértékben. Azonban minderről majd a későbbi számolások 
folyamán lesz még szó. Mielőtt ezekre rátérnék, most még
egyszer összefoglalom az eddig 
mondottakat:
Két különböző közeg határfelü­
letén keletkező fényelhajlásról oly 
képet alkothatunk magunknak, hogy 
ez a határfelület két oldalához vég­
telen közel m int homogén közegben 
keletkező fényelhajlás jön létre; a 
megfigyelt (visszaverődve, ill. meg­
törve) elhajlított fény pedig ezen 
elhajlító czentrumokból direkt, ill. 
visszaverődés és törés után ugyan­
azon irányban kiinduló s egy­
mással interferáló sugaraknak az eredője (1. a 7. ábrát).
A következő §-ban meg fogom mutatni, hogyan lehet e 
felfogás alapján az adott esetben várható polározási azimuto- 
kat kiszámítani.
4. §. Az előző §-ban kifejtett felfogás mathematikai formulázása ; az álta­
lános eset nehézségei. Feltevés: merőleges beeséskor a primser fényelhaj­
lás egyszerű circumaxiális, az ebből folyó képlet levezetése.
Jóllehet az előzőkben kifejtett felfogás alapján —  ha az 
helyes — a fentebb tárgyalt összes jelenségek quantitativ 
leírásához el kellene jutni, ezt a leírást eddigelé csupán a 
merőleges beesés esetére tudtam keresztülvinni. Ennek a kor­
látozásnak okairól legyen szabad néhány szót előrebocsájtanom.
A szóban forgó értelmezésnek lényege az, hogy a határ­
felületen létesülő fényelhajlást egyszerűbb esetre, a homogén 
közegben előálló fényelhajlásra vezeti vissza.
7. ábra.
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Láttuk azonban (11. 1.), hogy a homogén közegben elhaj­
lított fénynek is csak polárossági állapotát ismerjük, de inten- 
sitás-eloszlását nem ; holott nekünk erre is szükségünk van, 
hogy a direkt és a visszaveri sugár eredőjének polározási 
azimutját kiszámíthassuk. Továbbá ezek az ismereteink is 
csupán arra az esetre vonatkoznak, mikor közönséges haladó 
fényhullámból keletkezik az elhajlított fény; holott egy vissza­
verő lap előtt általában sokkal komplikáltabb fényrezgési 
állapot van.
Mindezek a nehézségek normális beesésnél lépnek fel még 
a legkisebb mértékben. Egyrészt a szabályosan visszavert fény 
intensitása ez esetben a legkisebb, másrészt iránya összeesik 
a beesésével, azaz — legalább a törésmutató nem nagyon 
nagy értékénél — merőleges beesésnél a határfelület előtt 
keletkező fényrezgési állapot nem különbözik lényegesen attól, 
a mely közönséges haladó fényhullámban uralkodik. A határ­
felület másik oldalán — a megtört fényben -— természetesen 
mindig ez az egyszerű rezgési állapot áll fenn, az innen szár­
mazó fényelhajlással tehát biztosabban számolhatunk.
Nevezzük egyszerűség kedvéért első közegnek azt, a mely­
ben a szóban forgó elhajlított sugarak tovahaladnak s számol­
junk először azzal a feltevéssel, hogy
1 . a fényelhajlás az első közegben történik . 1
Erről a — homogén közegben létesülő — fényelhajlásról 
az előző meggondolások alapján a legegyszerűbb feltevéssel 
élve felteszszük, hogy benne a polározási síkok is, az inten- 
sitás is olyan egyszerű circumaxiális elrendezést midalnak, 
melynek iránya a felületen lévő fenyvektor rezgés-iránya, a 
fényvektort az elektromos vektorral azonosítva.2
1 Lásd a 4. ábrát.
2 Szükségesnek látom ehhez a feltevéshez ném i megjegyzést fűzni. 
E feltevés tu lajdonképen  azt je len ti, hogy az a —  hogy úgy m ondjam  — 
p r im a e r  fényvektor-rendszer, a  mely a felületen keletkezik s a melyből a 
megfigyelhető e lhajlito tt fényt a m ár többször em líte tt módon rakjuk össze 
teljesen meg van határozva a fe lü le ten  lévő fényrezgés, m ondjuk elek-
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Legyen (1. az 1. ábrát) Z 0  a beeső fény iránya, a ZOX  sík 
ennek rezgéssíkja, azaz a Z O Y  sík a polározási síkja, legyen 
OR  egy tetszőleges elhajlított sugár, NOR  =  cd az elhajlás 
szöge és P O Y 2$. =  #  az a szög, a melyet a ZOR elhajlás 
síkja a beeső fény polározási síkjával alkot.
Legyen a az 0-ban történő circumaxiális gerjedés ampli­
túdója,* 1 akkor e beeső vektor amplitúdójának
az elhajlás síkjával párhuzamosan rezgő componense a sin #  
« « síkjára merőlegesen « « a cos #
és a közvetlenül ($, cd) irányban induló rezgés (Zj) megfelelő 
componensei az egyszerű circumaxialitás értelmében
Ez a rezgés jut közvetlenül a megfigyelő szem ébe; egy közön­
séges visszaverődés után pedig az Ö-ból (#, n —co) irányban 
induló rezgés (7S 1. a 4. ábrát), melynek componensei
Legyen a ZOR2j. — co'=n—co, akkor a FRESNEL-formulák szerint 
a visszavert fényrezgés amplitúdóinak összetevői
trom os rezgés által. Ez a feltevés m indenesetre csak első közelítésben 
helyes, m iután  inkább a szigorúan vett fénygerjedés (fluoreszkálás) te r ­
m észetének felel meg, m intsem  a fény elhajlásának. A fényelhajlásban a 
fényvektor felületi értékein kívül m indig szerepel ennek normális-menti 
differenczi álhány adósa is. Ennek a szereplése teszi éppen a lényeges 
különbséget a  HuYGHENS-elv FRESNEL-féle alkalm azása és Poisson-Kirchhoff- 
féle szigorú fogalm azása közt.
1 Maga a fényvektor tehát — cos ( t--- —) alakú volna. Nekünkr  1 c '
azonban elegendő volna az egységnyi távolságban való amplitúdóval dol­
gozni. Jegyezzük meg egyúttal, hogy az a-ra vonatkozólag semmi határo­
zott feltevést (hogy például arányos volna a beeső, esetleg az eredő rez­
géssel stb.) nem teszünk, kivéve a mi az irányát illeti.
Kp =  a sin ű cos cd, 
Km — a cos #. ( 1 )
R p =  a sin ű cos ( j t —cd)  = — a sin & cos cd, 
R m =  a cos #.
(2)
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tg ( a / - / )
P tg ( * '+ / )  ’ 
sin
s in  (« * '+ / )  ’
a hol % az aj' beesési szöghöz tartozó s a
sin co'
- ---- r =  nsm x
(3)
törési törvényből adódó hegyes szöget jelenti. Könnyű belátni, 
hogy (3)-ban aj' helyett o j - n —eo'-t tehetünk, ha egyúttal /  
helyett a
sin ft>—---- =  n
s m /
bői adódó s cu-val ugyanegy körnegyedben lévő, most tehát 
tompa % szöget teszszük. E szerint tehát
a sin i? cos aj tg (a » ~ ^ )
tg (<*>+/)
v m = — a cos & —jAr- •sin (<y+ )^
(4)
Miután feltettük, hogy az elhajlító réteg a határfelülethez 
végtelenül közel van, (1) és (4) között útkülönbség nincs és így 
özvetlen összeadással adódnak az eredő rezgés componensei:
E p =  a sin i? cos aj 
Em =  a cos # 1 —
\  _  tg ( oj - / A  
' t g ( < 0 + / ) / ’
sin ( o j  - y )  \
s in  (<«+;£■) '
vagy egyszerű átalakítás után:
jtt . q 2 sm /  c o s /
h , p  =  a sin v  cos o j  f ---------4 --------
sm (co+/) cos
t, „ 2  sin /  cos o j&m = a cos & --- ^ ——T— •
sm (oj+ x )
(5)
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Legyen <p a szóban forgó elhajlitott sugárnak az elhajlás sík­
jára vonatkozó polározási azimutja, akkor tehát
. Ep cosz
COS { ( 0 — X )
■ • tg # ( 6)
a keresett összefüggés a beeső és az elhajlított fény poláro 
zási azimutja valamint az elhajlás szöge s a rácsanyag törés 
mutatója között.
Mint látnivaló, ez a képlet közvetlenül a Stokes-féle 
tg <p — m ' tg &
alakba írható, a jelen esetben pedig
m cos %cos (a) —y)
Mielőtt ez eredmény megbeszélésébe fognánk, mutassuk meg, 
hogy — a 31. lapon említett kísérletnek megfelelően — ugyan­
ezen képlethez még sokkal egyszerűbb úton juthatunk el, ha 
feltételezzük, hogy
2 . a fényelhajlás a második közegben történik . 1
Ezen feltevés értelmében (5. ábra) az I. közegben megfigyelt 
(#, w) irányú sugár nem más, mint a II. közegben (#, ■() 
irányban induló I I t sugárnak megtört része, II\t .
A (#, %) irányban induló circumaxiális rezgés amplitúdóinak 
componensei (1) analógiájára
B'p — a sin $ cos 
B 'm  =  a cos d.
A törés után ezekből (megint az w , x  szögek bevezetésével 
nyert FRESNEL-formulák szerint) lesznek
1 Lásd az 5. ábrát.
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2 sin a ) COS/
p v sin (/+zt>) cos ( / — w) ’
rr , _  n , 2 sin Cü c o s /
± m — J3m • / I \s in ( / + m )
és így az elhajlított fény polározási azimutjára nyerjük a
T'
tg w =  - ^ r  = cos Zcos (a)—■jj»') tg ti ( 8)
a (6 )-al tökéletesen egyező képletet. 1
E második levezetéshez még azt a megjegyzést fűzhetjük, 
hogy benne nem szükséges az egyszerű circumaxialitást, azaz 
az intensitásoknak is circumaxiális eloszlását feltételezni. Való­
ban, a míg csak a circumaxiális polározás fennáll, azaz a míg
=  tg d c o s /
addig a (8 ) képlet is változatlan marad, úgy hogy a (7) helyett 
az általánosabb
B'p =  af(d, tu) sin d cos y,
B'm =  af(d, o>) cos i?
feltevésekkel is élhetünk s itt az f(d , tu) tetszőleges függvény 
lehet, míg az első levezetésbe ilyen általánosítással csak olyan 
függvényt hozhatunk be, a mely az
f i d ,  tü) — f{d,  n — to)
feltételnek eleget tesz.
1 Ugyanezt a képletet hozza le természetesen Stokes is, de a m eg tö rve  
elhajlitott fényre. Látnivaló, hogy a mi értelmezésünk szerint inkább azt 
a megkülönböztetést kellene tenni: levegőbe elhajlitott fény, üvegbe el­
hajlitott fény, míg az a körülmény, hogy a szóban forgó elhajlitott sugár 
a megtört vagy a visszavert fény oldalán van-e, mellékes. A tapasztalás 
ezt a következtetést igazolja is, mint látni fogjuk.
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A levezetésekben, ill. a hozzávaló rajzokban hallgatólag fel­
tettük. hogy a kisebb törésmutatójú I. közegbe lépő elhaj- 
litott fényt figyeljük meg. Természetesen ugyanez a képlet a 
II. közegbe lépő fény azimutját is megadja, ha csak beléje az 
elhajlási szög megfelelő értékeit helyettesítjük.
Szinte felesleges említeni, hogy a (6 ) képlet a homogén 
közegben létesülő fényelhajlást is magában foglalja. Valóban, 
n — 1 esetben / —co lévén a (6 ) átmegy a
tg <p — tg d cos w
jól ismert képletébe a circumaxiális polározásnak.
5. §. Az elmélet és kísérlet egybevetése merőleges beesésnél, üvegrácsról 
levegőbe visszaverődve elhajlitott fény esetén, a) Beeső fény lineár-poláros. 
Fröhlich adatainak összehasonlítása a számított értékekkel; igen jó egye­
zés. Kronstein adatai; a számítás valószínűleg nem egyezik a mérésekkel, 
ha n >  1,60. b) Beeső fény természetes. Fröhlich megfigyeléseinek kibőví­
tése. Az elhajlított fény az elhajlás síkjában partiálisan polározva van.
Eljutottunk végre addig, hogy elméleti úton nyert képletün­
ket a kísérleti eredményekkel összevessük. Ezt az összehason­
lítást először azon az adatsorozaton végeztem el, a melyet 
F r ö h l ic h  idézett könyvének 316. lapján közöl, mint a lineár- 
poláros fény merőleges beesésénél keletkező (a levegőbe) vissza­
verődve-elhajlított sugarak polározási azimutjait.
Az összehasonlítás eredményeit az I. táblázat tartalmazza, 
a hol &, (ü' jelentik a szóban forgó elhajlított sugár gömbi 
koordinátáit, <p0 a megfigyelt polározási azimutot, <pc a fenti 
képletből számítottat; <pc—<p0 e szerint annak a mértéke, 
mennyire adja vissza képletünk a valóságot, végül # + jt—<p0 
a megfigyelt azimutoknak a szigorú isogonalitástól való el­
térést méri.
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I. Táblázat.
& t(Ü <Po fc <Pc--<Po & + n —<p0
o O
00,0 26,0 179,7 180,0 +  0,3
00,0 45,0 180,1 180,0 - 0 ,1 — 0,1
00,0 80,0 180,0 180,0 0,0 0,0
45,0 26,0 223,3 224,1 +  0,8 +  1,7
45,0 45,0 221,0 222,6 +  1,6 +  4,0
45,0 80,0 223,9 224,0 +  0,1 +  1,1
90,0 26,0 270,2 270,0 — 0,2 — 0,2
90,0 45,0 270,1 270,0 - 0 ,1 - 0 , 1
90,0 80,0 270,7 270,0 - 0 ,7 - 0 , 7
135,0 26,0 316,3 315,9 — 0,4 — 1,3
135,0 45,0 319,0 317,4 - 1 ,6 — 4,0
135,0 80,0 318,4 316,0 - 2 ,4 - 3 , 4
180,0 26,0 359,5 360,0 -f- 0,5 +  0,5
180,0 45,0 359,7 360,0 +  0,3 +  0,3
180,0 80,0 360,2 360,0 — 0,2 — 0,2
225,0 26,0 43,6 44,1 +  0,5 4- 1,4
225,0 45,0 41,4 42,6 +  1,2 3,6
225,0 80,0 43,2 44,0 +  0,8 +  1,8
270,0 26,0 90,4 90,0 — 0,4 — 0,4
270,0 45,0 90,4 90,0 - 0 ,4 — 0.4
270,0 80,0 90,8 90,0 — 0,8 — 0,8
315,0 26,0 137,1 135,9 — 1,2 — 2,1
315,0 45,0 139,5 137,4 - 2 ,1 — 4,5
315,0 80,0 137,9 136,0 - 1 ,9 — 2,9
Ha figyelmünket elsősorban erre a rovatra fordítjuk, észre- 
veszszük, hogy a jelen esetben — mint már jeleztük —  az 
isogonális polározás törvénye nagy közelítéssel fennáll. Azon­
ban a tőle való eltérések nagyobbak és szabályosabbak, sem­
hogy kísérleti hibának lehetne betudni őket.
Az utolsóelőtti rovat megtekintése arról győz meg, hogy 
a mi
tg <p =  m' tg d-
képletünk ezeket a finom eltéréseket is elég híven adja vissza.
Sőt, így magában tekintve e táblázatot, a megegyezést 
kitűnőnek mondhatni, miután az előforduló legnagyobb 2 °,4
22*
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eltérés is olyan (p0 értéknél jelentkezik, melynél a rácsozás 
közének befolyása is ± 1 ° .2  eltérésben nyilvánul.1 Áttekint­
hetőség kedvéért a 8 . rajzon grafikusan is ábrázoltam a # = 4 5 °  
elhajlási sikban lévő sugarak azimutjait, a mint azok a meg­
figyelésből (------- ), az isogonalitásból (------- ) és a fenti kép­
letből adódnak (------- ). A számítás különben igen egyszerűen
történik. A sin w == n s in j képletből kiszámítjuk az to =  26°, 
45°, 80°-hoz tartozó % értékeket. E rácsra a polározás szöge 
P = 56°15' adatából
n — tg P  =  l ,497,
majd a megfelelő
cos 7
m  — ---------------— rcos (o> —y)
értékeket s végül a tg tp=m tg #-ból a <pc értékeket. Az m = l
adná az isogonális polározást, míg például a most tárgyalt 
esetben <m' =  26°, 45°, 80°-nak megfelel
m  =  0,967, 0,920, 0,966.
Az m  értékei egyúttal a d =  45°-hoz tartozó tg <pc értékek is.
1 V. ö. az idézett helyen közölt teljes táblázat ötödik és nyolczadik 
rovatát.
8. áb ra
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Ez egyúttal a legérdekesebb eset, mert egy bizonyos oj-nál
van a legnagyobb különbség # és (pc között. A tg értéke persze 
nem szabja meg, hogy a megfelelő szög melyik quadránsban 
keresendő ; a most közölt táblázatban a 0° azimut alatt beeső 
fényhez tartozó önmagában visszavert fény azimutját Fröhlich 
után 180°-nak vettük, a többi értékek ebből már a folytonos­
ság alapján egyértelműleg meg vannak határozva. Ezentúl egy-
szerűség kedvéért inkább a | (pc \ =  értékeket fogjuk használni.
Fröhlich egyetemi tanár úr szívességéből alkalmam volt a 
most közölteken kívül összehasonlító számításokat végezni 
még egy táblázat adataival, a mely Kronstein Béla tanárjelölt, 
jelenleg debreczeni főreáliskolai tanár úr mérési adatait tar­
talmazza. Ezek a mérések ugyancsak a merőleges beesésnél 
keletkező, üvegrácson levegőbe visszaverődve-elhajlított fény- 
rendszerre vonatkoznak, de öt különböző: n o = i/t7 8 1 , í,4782, 
ljBQOQ, 1,7547 és 1,0303 törésmutatójú üveggel végeztettek. 
A számítás folyamán azonban kiderült, hogy a táblázatban 
két, esetleg három törésmutató valószínűleg fel van cserélve 
s ezért az összehasonlítás eredményét nem fogom részletesen 
közölni. Mégis, mint igen valószínű következtetéseket említ­
hetem, hogy a két legkisebb törésmutatójú rács adatai a szá­
mítással épp oly jól egyeznek, mint a közölt FRÖHLicH-féle 
adatok, míg nD =  tői kezdve az adatokból a mi elmé­
letünkkel szemben határozott irányú s a törésmutató növeke­
désével növekvő eltérés olvasható ki. Nevezetesen, míg az 
elmélet szérint n = l,6 0 -e n túl m '>  1, azaz \<pc \ > \ d \  is lesz, 
addig a mérések szerint ez sohasem következik be, sőt a leg­
nagyobb nD—l  ,9303  törésmutatójú rácson már \<pc | lényegesen 
kisebb | #  j-nál. Nyilván a törésmutató ily nagy értékeidéi már 
nem lehet a 34. lapon tett egyszerű feltevésekkel élni. Azon­
ban még igen korai volna ezek alapján az elmélet bővítéséről 
beszélni.
ekkor vagy pontosabban adódó # mellett
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Áttérek most azoknak a megfigyeléseknek felemlítésére, a 
melyeket az üvegrácsra normálisan beeső természetes fényből 
keletkező visszaverődve-elhajlított fénysugarakon végeztem s 
a melyek a FRÖHLicH-féle megfigyelések kibővítésére s bizonyos 
értelemben az elmélet megerősítésére vezettek.
Fröhlich többször idézett műve 43. §. 2. pontjában ugyanis 
az a nevezetes megfigyelés foglaltatik, hogy normálisan beeső 
lineár-poláros fény esetén az elhajlított fény intenzitása füg­
getlen a beeső fény azim utjától; a 39. §. 2. pontja szerint 
pedig normálisan beeső természetes fény esetén valamennyi 
elhajlított sugár szintén természetes állapotú; mely utóbbi 
különben az előbbi törvénynek közvetlen folyománya.
Ez a két megfigyelés azonban a mi képletünkkel ellentét­
ben áll. Valóban a 37. lap (5) képlete szerint az elhajlított 
fény intenzitása
19 =  Ep +  Em =
2 / 2  s in j cos co 
sin («>+/)




ez pedig, a mig
h  =  I&=o {cos*#+m '4 sin'2#} 
m' 4 = 1
a #-tól nem független. így pl. n = l ,50  esetén és tw'=45°-nál 
/#=9o =  0,846 I$=o
ilyen arányban kellene tehát a szabad szemmel megfigyelt 
sugár intenzitásának változni, ha a polározót 90°-al elforgat­
juk. Miután nem ismertem határozott adatot arra, hogy milyen 
rendű intenzitásváltozást lehet ilyen körülmények között észre­
venni, az elméletnek másik folyományát tettem kisérlet tár­
gyává, azt, a mit természetes beeső fényre vonatkozólag mond. 
E szerint ugyanis az elhajlított fény ez esetben sem termér 
szetes, hanem parcziálisan poláros fény. Mert hiszen
tg <p =  m' tg #
lévén, ha, mint rendesen, m' <  1, akkor egyúttal | y > | < | # | ,
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tehát akármekkora a beeső fény polározási azimutja ű, az el- 
hajlított fénynek az elhajlás síkjában polározott komponense 
viszonylag nagyobb lesz, tehát természetes beeső fény esetén 
is az elhajlított fény az elhajlás síkjában lesz parcziálisan 
polározva.1 A parcziális polárosság felismerésére pedig igen 
érzékeny polariskópokkal rendelkezünk s valóban egy Savart- 
féle lemezt téve az analysátor elé, a szóban forgó sugarakat 
az elhajlás síkjában parcziálisan polározottaknak találtam. 
Megpróbáltam azután meg is mérni ezt a parcziális poláros- 
ságot a szokásos módon, üveglemezzel való kompenzálással.2 3
Ismeretes, hogy planparallel üveglemezre eső s az átmenő 
fény azimutja közt a
cos (i—r)
összefüggés áll fenn, azaz a beeső természetes fény az át­
haladás után a beesés síkjára merőlegesen van parcziálisan 
polározva. Ha tehát a fenti
tg <p =  m ' tg t?
törvény szerint parcziálisan polározott fényt planparallel üveg­
lemezre ejtjük úgy, hogy a beesés síkja a parcziális polárosság 
síkjával összeessék és a beesés szögét úgy választjuk meg, 
hogy
m' =  cos2 (*—r)
legyen, akkor az áthaladó fényt ismét természetes állapotú 
lesz, benne a SAVART-csíkok nem látszanak.*
Azonban, bármilyen egyszerű is elvben a parcziális poláros-
1 Az elhajlás síkjára merőlegesen, ha m '> \ .  Jegyezzük meg egyúttal, 
hogy ez a parcziális polárosság tulajdonképen már abból a kísérleti tény­
ből, hogy beeső líneár-poláros fény esetén a polárossági állapot nem 
szigorúan isogonális, azaz <p-j=á, nagy valószínűséggel következtethető.
2 V. ö. pl. Winkelmann: Haudb. d. Phys. II. kiadás YI. 1250-52. 1.
3 Nyilván ez a kompenzálás csak oly sugarakon lehetséges, a melyek 
a SiOKES-féle á lta lános
tg <p =  m ' tg &
törvények hódolnak. Ily módon lehetséges lenne e törvényt ellenőrizni s 
egyúttal az m'-t egyetlen mérésből meghatározni.
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ság mérése, az éppen rendelkezésemre álló eszközökkel pon­
tos méréseket még nem végezhettem. Á fellépő nehézségek 
részletezése igen messze vezetne, e helyett a II. táblázaton 
összeállítottam néhány tájékoztató adatot, a melyet egy — 
ugyancsak F r ö h l i c h  tanár úrtól származó — átlós lapján 
rácsozott nD =  i,6 i6  törésmutatójú derékszögű egyenlőszárú 
üveghasábon nyertem; benne w' jelenti a beeső és elhajlított 
sugár közti szöget, i az üveglapra való beesés szögét, melynél 
a kompenzálás bekövetkezett, végül
V 1 0 0 .
1 — cos4 (i—r) 
l+ c o s 4 (i—r)
a parcziális polárosságot százalékokban. A j>nek kissé nagy 
értékei1 valószínűvé teszik, hogy a megfigyelésből nem volt 
minden hamis fény teljesen kiküszöbölve, ámbár ilyen rendű 
parcziális polárosság nicollal még mindig csak a fényinten­
zitás kellő megválasztásánál ismerhető fel.
Az a körülmény, hogy még ö>' =  75°-nál is a beesés síkjában 
fekvő polárosság észlelhető, mutatja, hogy ekkora törésmutató 
esetén képletünk tényleg már nem használható, viszont a 
kompenzálás lehetősége kétségtelenné teszi, hogy e parcziális 
polárosság már az isogonálitástól való eltérésből az
m'obs =  =  cos t (i—r)
tg &
képlettel számítható. Ennek az összefüggésnek az ellenőrzése 
azonban sokkal pontosabb méréseket igényel.






1 Áz em lített. KRONSTEiN-féle adatokból körülbelü l 2/3-szor ekkora polá­
rosság adódna.
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6. §. Az elmélet és kisérlet folytatólagos egybevetése; a merőlegesen 
beeső fény elhajlása üveg és különböző folyadékok határfelületén történik. 
Kronstein és Kronberger adatai; igén jó egyezés. Ha n  1, az elmélet 
elliptikus polározást ad a totalreflexió határszögén túl lévő sugarakra; az 
ezekre érvényes képletek.
Az eddigiekben két typikus polározási állapotról beszéltünk, 
a circümaxiális és isogonális polározásról s láttuk, hogy kép­
lelünk mindkettő pontos quantitativ leírására alkalmas.
Miután a circümaxiális rendszer homogén közeg belsejében, 
az isogonális - lényegesen különböző optikai közegek (üveg és 
levegő) határfelületén keletkezik, Fröhlich már idézett művé­
ben fontos feladatnak tűzi ki annak a megvizsgálását, milyen 
rendszerek keletkeznek olyan közegek határfelületén, a melyek 
relativ törésmutatói az 1 és 1,5 határok között mozognak.
Ezt a vizsgálatot egy egyetemi THAN-féle pályázat keretében 
Kronstein Béla és Kronberger Ede akkori tanárjelölt urak 
végezték el; ezen mérések eredményét, amit  megint F röhlich 
egyet, tanár úr volt szives e czélra átengedni, a jelen fejezet­
ben fogom elméletünkkel összehasonlítani.
Előbb azonban néhány szót a kísérleti berendezésről. A mé­
rések kivitelére egy a Zeiss jénai czégnél készült üveg-praepa- 
ratum szolgált, a mely tömör üvegfélgömbből s hozzáragasz­
tott üres üveg-félgömbhéjból állott (lásd keresztmetszetben a
9. ábra.
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9. ábrán). Az utóbbit kis nyíláson keresztül a folyadékkal 
lehetett megtölteni, a rácsozás pedig az előbbinek sík átlós 
lapjára volt húzva. Az egész prseparatum m inden irányban 
(a határfelület síkjában is) forgalhatólag volt felszerelve az 
említett JAMiN-féle kör közepére. A mérések eredményét elm é­
letünkkel összehasonlítva, a III. táblázaton (a 42. lapon) találjuk.
A táblázat berendezéséhez a következőket tartom szükséges­
nek megjegyezni: Benne ú jelenti a beeső fény polározási 
azimutját az elhajlás síkjához képest, cu az elhajlás szögét, 
azaz a beeső fény positiv iránya és az elhajlított sugár 
positiv iránya közti szöget. Miután pedig mindig a rács- 
felülettől a folyadékon át kilépő sugarak figyeltettek meg, 
ennélfogva 0° aj 5= 90°, a mikor a beeső fény az üveg­
félgömbön át (ábránkon balról) jut a rácsozott felülethez, 
a megfigyelt elhajlított sugarak tehát tulajdonképen ú. n. 
megtörve-elhajlított sugarak, míg az 90° 51 w 5=180° esetben 
a beeső fény a folyadékon keresztül (ábránkon jobbról) jut a 
rácsozott felülethez, a megfigyelt sugarak tehát a visszaverő­
dött fénynyel vannak egy oldalon, azaz visszaverődve-elhaj- 
lított sugarak. A <p0 jelzésű rovat tartalmazza a megfigyelt 
polározási azimutokat. Ez adatok első megtekintésre mutatják, 
hogy egyazon sugár azimutja ugyanaz, akár töréses, akár 
visezaverődéses elhajítással jött létre.1 Ez a körülmény hat­
hatósan támogatja azt a feltevésünket, a mely képletünk 
levezetésében alapul szolgált, hogy t. i. a felületen előálló 
gerjedést első közelítésben csak az ottlévő rezgéstől tettük 
függővé, ellenben a beeső fény sugárirányát figyelmen kívül 
hagytuk. Könnyen érthető, hogy ez a feltevés éppen az egy­
séghez közelálló törésmutatóknál van nagy pontossággal tel­
jesítve.2 3 A <pc rovatban a képletünkkel számított polározási 
azimutokat találjuk, végül a (pa—<pc rovatban a mért és szá-
1 A 0°,l-ig terjedő egyezés persze csak annak köszönhető, hogy az
igen közel egyező adatok középértékei vannak a táblázatba bevezetve.
3 Egyébként v. ö. a 28. lapon tett 1 alatti megjegyzéssel.





riD  — 1,00
Viz
yíd  =  1,33
Alcohol 
n o  =  1,36
relativ 
tö résmutató 1,48 1,112 1,088
& CÜ f a f c f a — f c f a f c f a — f c f a f c f a — f c
O O o 0 O
45° ±150° — 42,5 — 43,8 +  1,3 -4 1 ,7 — 41,8 +  0,1 — 41,0 — 41,6 +  0,6
±135 — 42,3 — 42,5 +  0,2 — 37,2 — 37,6 +  0,4 — 36,9 — 37,3 +  0,4
±120 - 4 0 ,7 — 41,6 +  0,9 — 31,9 — 32,4 +  0,5 — 31,1 — 31,4 +  0,3
±105 — 41,8 — 42,5 +  0,7 - 2 6 ,1 - 2 7 ,2 +  1,1 — 22,2 — 25,2 4- 3,0
±  75 +  41,8 +  42,5 - 0 , 7 +  26,1 +  27,2 - 1 , 1 +  22,2 +  25,2 — 3,0
±  60 +  40,7 +  41,6 — 0,9 +  31,9 +  32,4 — 0,5 +  31,1 +  31,4 - 0 .3
±  45 +  42,3 +  42,5 — 0,2 +  37,2 +  37,6 — 0,4 +  36,9 +  37,3 — 0,4
±  30 +  42,5 +  43,8 - 1 , 3 +  41,7 +  41,8 — 0,1 +  41 ,0+ 41 ,6 — 0,6
±  15 +  45,1 +  44,7 +  0,4 -f- 44,4 +  44,2 +  0,2 +  44,1 +  44,1 0,0




n o  =  1,48
Szénkéneg 
ne =  1,63
Methylenjodid 
n o  =  1,74
törésmutató
relativ 1,00 0,91 0,85
& a> f a f c f o — f c f a f c f o — f c f a f c f a — f c
45° ±150° — 40,1 — 40,9 +  0,8 — 40,0— 39,9 -0 ,1 — 39,1 — 39,1 0,0
±135 — 34,6— 35,3 +  0,7 32,6— 32,3 -0 ,3 — 29,5— 29,5 0,0
±120 — 25,5-26,6 4“ — 17,6— 17,1 -0 ,5 — 3,0 — —
±105 — 13,2— 14,5 +  1,3 — 0,5 — — - 1,5 — ' —
±  75 +  13,2 + 14,5 -1 ,3 +  0,5 — — + 1,5 — —
±  60 +  25,5 +  26,6 -1 ,1 +  17,6+  17,1 +  0,5 4~ 3,0 — —
±  45 +  34,6 +  35,3 -0 ,7 + 32,6 + 32,3 +  0,3 +  29,5 +  29,5 0,0
±  30 +  40,1 +  40,9 — 0,8 +  40,0+  39,9 +  0,1 ±39,1 +  39,1 0,0
±  15 +  43,1 4- 4*4,0 — 0,9 +  43,7 + 43,8 -0 ,1 + 42,0 +  43,6 -1 ,4
0 +  44,9 + 45,0 -0 ,1 +  45,0+ 45,0 0,0 4-45,0 +  45,0 0,0
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mított értékek különbségét. Ez a különbség a legtöbb esetben 
a mérések hibahatárán belül marad, úgy hogy ez az adat­
sorozat elméletünk alkalmazhatóságát — az említett korláto­
zásokkal —- minden kétség mi felül helyezi.
Külön kell azonban most még szólanunk a szénkénegre és 
a méthylenjodídra vonatkozó adatok ellenőrzéséről. E két eset­
ben ugyanis a relativ törésmutató « < 1  lévén, a totalreflexió 
határszögénél nagyobb w értékekhez nem kapunk valós  ^
értéket, mely a
sin w—---- =  nsin y
egyenletnek eleget tenne. Nem lesz tehát valós az az érték 




COS ( to — ■%) tg d
képlet a tg <p számára szolgáltat. Ez a körülmény pedig —  
mint az az optikából ismeretes — azt jelenti, bogy a szóban 
forgó fény már nem lineárisan, hanem elliptikusán polározott. 
Ismeretes az is, hogy ha a két amplitúdó-komponens viszonyát 
E =  x-\-iy =  peid (9)
alakban írjuk, akkor p jelenti a két komponens reális ampli­
túdójának viszonyát, fi a köztük lévő fáziskülönbséget. Ezen 
adatokból az ellipszis jellemzői is könnyen előállíthatok.1 Legyen 
(1 0 . ábra) <p' az ellipszis nagytengelyének hajlása a P  ten­
gelyhez
a két tengely viszonya, akkor
tg 2 y>' =  2 P ____<2, t A
i° —l
cos S , (1 0 )
sin 2 ^ =  2 p sin fi. ü l )
p * + 1
1 L. pl. V o ig t  : Magnetooptik 29—30. 1.
Visszatérve táblázatunk adataira, a mondottak szerint szén- 
kénegnél w=75°-nál, methylenjodidnál <n =  60° és 75°-nál s 
az ezekhez szimmetrikus sugarakon elliptikus polározást kellene 
találnunk. Miután a megfigyelők ezt nem jelzik, ellenben a 
nicolon észlelhető minimumot tökéletlennek találták, azzal a 
közeleső feltevéssel éltem, hogy a rezgési ellipszis kis-tengelyét 
észlelték polározást iránynak. Ezen feltevéssel vannak kiszá-
ADALÉKOK AZ DVEGRÁCSON ELHAJLÍTOTT FÉNY STB. 315












-  0,9 0,068
±  105 —  0,5 - 2 , 1 +  l°6 0,124 - 1 , 5 - t i , 7 +  7,2 0,851
± 7 5 +  0.5 +  2.1 -  1,6 0,124 +  8,7 — 7,2 0,851
± 6 0 — — — — +  3,0 +  2,1 +  0,9 0,06S
E képletek alakulása jelen esetben a következő:
-rr- =  tg # ■■ c°s * - - =  tg fl------- , l  - . (1 2 )h,m cos (o) —%) cos <0 +  tg x sin oj






t g /  = ------
sin au
c o s /  Y  v}— sin2w






Em 6  cos co— ik sin co
n cos a»-\-ik sin co . , . .
=  tg t ? ----- *— i , s  ■ a - — (a j+ ti /)cos í u + r  sm w
és végül
sin co sin a»
x
es
p -  \/ x * + y a* =  tgi?
cos a» cos co •|/"sina<y— w2 
1 1tg!?-
y cos2zu+&2sin2<u cos co y i  +  tg2d
(14)
Ezekből a p és d értékekből azután (10) és (11) szerint 
számítjuk ki az ellipszist jellemző <p és cp adatokat, megjegyez­
vén, hogy cp a kis tengely hajlását jelenti, melyre azonban
tg =  tg V
áll fönn.
Ha az ilyen módon számított azimutokat az észlelt adatok­
kal összevetjük, azt látjuk, hogy a megegyezés igen jó a 
methylenjodidnál w =60° esetén, mikor a számítás szerint is 
az ellipszis igen lapos 7 8=0,068) kevésbbé jó a szénkéneg
(0=75° esetén, a hol az ellipszis domborúbb {pt‘= 0,124) s 
egészen rossz a methylenjodid co=75° esetben, a mikor azon­
ban a számítás közel közösen poláros fényt ad (/?2=  0,851), a 
mikor tehát egy bizonyos polározási azimutról még közelítőleg 
sem lehet beszélni.
7. §. Az elmélet és kísérlet folytatólagos egybevetése merőleges beesésnél 
levegő-üveg határfelületén az üvegbe elhajlított fényt illetőleg. Az elmélet 
fényes igazolást nyer a teljes visszaverődés határszögénél tett megfigye­
lésekkel. Fázis ugrás, ha a beeső fény síkban poláros; tökéletes síkban 
polározás, ha a beeső fény természetes.
Ebben a §-ban a levegő-üveg határfelületén töréses vagy 
visszaverődéses elhajlitással létrejövő, de mindig az üvegbe 
lépő elhajlított sugarakról lesz szó.
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Ezen sugarakra vonatkozólag qualitativ adatokat Fröhlich 
már i. m. 79. §-ában közöl.1 E szerint akár az üveg, akár a 
levegő oldaláról esik merőlegesen a rácsfelületre síkban polá- 
rozott. fény, az üvegbe elhajlított sugarak közül a direkt át­
menőhöz közel haladók szintén síkban polárosak s polározási 
állapotuk közel isogonális, de már a jobban elhajlitott sugarak 
elliptikusán polározottak, sőt majdnem körösen polározottak 
is lehetnek, a mint arról BABiNET-féle kompensátorral könnyen 
meggyőződhetni.
Fröhlich egyetemi tanár úr szives szóbeli közléséből volt 
tudomásom újabb, főleg Kurdilla tanárjelölt közreműködésével 
végzett vizsgálatainak azon nevezetes eredményéről, hogy a 
mint a szóban forgó elhajlított sugarakat BABiNET-kompen- 
sátorral vizsgálva, mind jobban elhajlított sugarakat figyelünk 
meg, egy bizonyos szögnél a kompensátor sötét csíkja jóformán 
ugrásszerűen tolódik el, azaz ennél a szögnél az elhajlított 
fényvektor két komponense — az elhajlás síkjával || és reá 
_L komponens — között ugrásszerűen tetemes fáziskülönb­
ség lép fel.
Fenti képleteink taglalása közben csakhamar felismertem, 
hogy ez az eredmény belőlük közvetlenül kiolvasható, egyszer­
smind az is, hogy ez a fázisugrás a teljes visszaverődés határ­
szögénél következik be. Valóban, a míg tu ennél kisebb, addig 
a tg <p valós, az elhajlitott fény síkban poláros; azon túl a 
tg^> képzetes, az elhajlított fény elliptikusán poláros; a két 
komponens közti fáziskülönbség pedig ennél a szögnél ugrás-
TZszerűen veszi fel a értéket,2 a (14) szerint
tg S =  oo
1 Ezek a megfigyelések vékony p lanpara lle l üveglem ezre készült rács­
csal történtek, a mely a  lem ez sima, rácsozatlan  felével ugyanakkora törés- 
m utatójú üvegfélgömb átm érőlapjára volt ragasztva.
2 Igen kézzelfogható m ódon teszi szem lélhetővé ezt a  fázisugrást az 
interferentia-csíkaknak m egtörése ennél a  szögnél, ha a Babinet úgy á llít­
juk  a megfigyelő cső elé, hogy az interferentia-csikok az elhajlás síkjában 
teh á t vízszintesen feküdjenek.
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lévén, ha
sin a) — n.
De a mi képletünkből még 1öbb is kiolvasható. Ugyanis ha
tg<* =  oo,
akkor akármilyen d értéknél is, ha csak
mindig
tg ä =j= oo 
p — 0 ,
azaz: akármilyen azimutban legyen is lineárisan polározva 
a levegő-üreg határfelületére merőlegesen beeső fény, az üveg­
ből a teljes visszaverődés határszöge alatt kilépő sugarak 
mind az elhajlás síkjában vannak polározva; (egyúttal közülök 
a beeső fény polározási síkjára merőlegesen elhajlított két 
sugárnak, melyekre tg # = o o , intenzitása zérus).
Ugyanez a következtetés érvényes akkor is, ha a beeső 
fény természetes állapotú. Nevezzük F r ö h l ic h  tanár úr után 
elválasztó kúpnak a rácsnak üvegbe mutató normálisa mint 
tengely körül a teljes visszaverődés határszögével, mint fél- 
nyílásszöggel leírt kúpfelületet, akkor ez utóbbi eredményünket 
így mondhatjuk k i: Ha rácsozott üvegfelületre merőlegesen — 
akár az üveg, akár a levegő oldaláról — természetes fény 
esik, az üveganyagban, az elválasztó kúp mentén haladó el­
hajlított sugarak mind teljesen síkban polározvák, poláros- 
ságuk síkja pedig a mindenkori elhajlási sík.
Mind e következtetéseket fényesen igazolták azok a meg­
figyeléseim, a melyeket egy átlós lapján rácsozott 1,62 törés- 
mutatójú üvegfélgömbön végeztem.1 Két dolgot azonban meg 
kell említenem. Egyrészt, hogy e következtetésekre nem tisztán 
elméleti úton jutottam, másrészt, hogy bármilyen híven adják 
is vissza képleteink az elválasztó kúp jelenségét, mégis nem
1 Ezt az üvegfélgömböt szintén Fröhlich tanár Tár szívességének- 
köszönöm.
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bizonyos, hogy a szóban forgó egész sugárrendszert ily pon­
tosan leírják. Legalább néhány qualitativ megfigyelés e tekin­
tetben kétséget keltett bennem.
Nem is volna meglepő, ha ennél az egységnél jóval kisebb
n — " =  0,62 törésmutatónál képletünk a valóságot ép úgy
nem adná teljesen híven vissza, mint a hogy az egységnél 
jóval nagyobb n —1,62 törésmutatónál s ezentúl valószínűleg 
szintén nem követi teljesen a valóságot.
8. §. Levegőbe visszaverődve-elhajlított fényrendszerek általánosabb esetei. 
Nem merőleges beesés ; közelítő egyezés a tapasztalattal a beesés síkjában 
polározott fény esetén. Az eltérések értelmezése; az elmélet bővítésének 
iránya. Összefoglalás.
A tárgyalásaink elején jelzett korlátozással eddig kizáró­
lagosan a merőleges beesés esetével foglalkoztunk. Most még 
egész röviden annak a megbeszélésére óhajtok kitérni, mit 
mond elméletünk általánosabb esetekben, hogyan kell esetleg 
bővíteni ezeknek leírása czéljából.
Legközelebb eső általánosításnak kell tekintenünk azon 
eseteket, a mikor a beesés szöge nem zérus ugyan, de a beeső 
fény mindig a beesés síkjában van polározva. A FRÖHLiCH-féle 
törvények szerint ugyanis a polározási síkok eloszlása levegő­
ben, ezekben az esetekben is még mindig nagy megközelítés­
sel isogonális.
Elméletünkben, mint már többször kiemeltük, csupán a 
felületen rezgő elektromos erő iránya szerepel, mint az egész 
elhajlitott sugár-rendszer meghatározó adata. Ez az irány pedig 
változatlan marad, akárhogyan változtassuk is a beesés sík­
jában polározott fény beesési szögét; tehát az elhajlított sugár­
rendszernek is változatlannak kellene maradni. Első közelítés­
ben ez — mint mondtuk — így is van, azonban nagyobb 
beesési szögeknél már az isogonalitástól is, elméletünktől is 
nagyobb eltérések vannak, semhogy akár az egyikkel, akár a 
másikkal pontosabb leíráshoz beérhetnők. Ezek a tények félre-
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ismerhetetlenül ismét arra mutatnak, hogy e fényelhajlási 
jelenségeknél a fényvektoron (elektromos vektoron) kívül annak 
normálismenli differencziálhányadosa is irányadó szerepet ját­
szik. Ebben az utóbbiban jelentkezik éppen a beeső fény­
sugár iránya, a mely pedig minden fényelhajlási tüneménynél 
többé vagy kevésbbé, de figyelembe veendő. Ugyanerre az 
eredményre más meggondolásokkal is eljuthatunk.
A homogén közegben történő fényelhajlás (fényszóródás) 
circumaxiális polározási állapotát Rayleigh egy dielektromos 
golyóból kiinduló sugárzással állítja elő. De ez utóbbinak 
intenzitás-eloszlása is circumaxiális, míg a szétszórt fény inten­
zitás-eloszlásában az átmenő fény iránya m int kitüntetett 
irány szerepel.
Ez a mi vektor-rendszerünk, a mely a RAYLEiGH-féle egyszerű 
circumaxiálisból van összerakva, úgy értelmezhető, mint két 
különböző közeg határfelületén elhelyezett dielektromos göm- 
böcskéből reáesö elektromos hullám hatására kiinduló sugár­
zás. Az összerakás módja folytán az intenzitás-viszonyok nálunk 
a polározási állapotra is befolyást gyakorolnak, érthető tehát, 
hogy ez az egyszerű kép általánosabb esetekben a polározási 
viszonyokat sem adja híven vissza. A mellett azonban maga 
a felfogásmód — m int arról számos különböző esetben meg­
győződtem — a legáltalánosabb esetben is közelítőleg tájékoz­
tat a várható jelenségek természetéről.
Összefoglalás.
1. Az első fejezetekben áttekintettük az üvegrácsokon tör­
ténő fényelhajlás kísérleti és elméleti ismeretének jelenlegi 
állását, különös gondot fordítva a megfigyelés módjának és 
tárgyának pontos körvonalazására.
2. A STOKES-féle elmélet közvetlen általánosításaképen a két 
közeg határfelületén történő fényelhajlásról oly felfogást fej­
tettünk ki, melynek értelmében a fényelhajlás a felület két 
oldalán, bár hozzá végtelen közelfekvő centrumokon jön létre
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(mint egyszerű circumaxiális gerjedés) s a megfigyelhető elhaj­
lított fény e centrumokból kiinduló közvetlenül, továbbá vissza­
verődés, ill. törés útján a szembe jutó hullámok eredője.
3. Ezt a felfogást a merőleges beesésre vonatkozólag mathe- 
matikai formába öntöttük s megmutattuk, hogy e formulával 
nemcsak az eddigi megfigyelések állíthatók elő nagy pontos­
sággal, hanem hogy általa új, eddig nem ismeretes jelenségek 
felismerésére is juthatni.
4. Végül megpróbáltuk az elmélet eddigi hiányait értel­
mezni s a fényelhajlásjermészetének általános vonásait tartva 
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Ezen készülék lámpa-szekrénye legjobb minőségű aczéllemezekből van 
készítve, eternit-béléssel és kitűnő szellőztető szerkezettel van ellátva, 
120 mm. átm. kettős megvilági tólencsével (Kondensor), baj tócsavarral ellátott 
objektív-foglalattal, egy ebbe illő kitűnő vetítési objektivvel, a finom beállítás 
részére szolgáló mikrométer-csavarral és tolószerkezetlel ellátott kettős kép­
váltó kerettel van felszerelve. A kondensor-lencsék a lámpatartó szekrényen 
kivül vannak elhelyezve és a lencsék közt felmelegedő levegő a kondensort 
tartó cső felső részén levő és egy kis fedővel bontott nyíláson ál távozhatik. 
A kondensor mögött egy kali-üvegből készített védőlemez van elhelyezve. — 
A készülék, mely egy áttört vastalapzalra van felszerelve, teljesen fémből van 
készítve. — A bronzból készített objektivet tartó előrész egy mikrometer- 
csavar segélyével magasabbra és mélyebbre állítható. Az oldalajtóval és bár­
sonyból készült fényelzáró-függönynyel ellátott készülék ára fenti felszerelés­
sel lámpa nélkül K 260 .—
(J IT Iftf lA  IllU T PÍÍPr Csak középiskolák részére egy platina-barretter 
vHAlllülo UtlllCttEI. állványnyal 20  korona. Bővebb leírással és a
barretterre vonatkozó czikkek különlenyomatával Magyarország részére szíve­
sen szolgál Gáti Béla, Budapest, VII., D am janich-utcza 37. 
A Gáti-barrettert Németországban Hans Boas, Berlin, Krautstrasse 52., Angliá­
ban Robt W. Paul, New-Southgate, London N., Francziaországban Zivy et Co, 
Boulevard Magenta 28. Paris, Oroszországban 0. Richter pers. de l’amiraulé 
No 4. St. Petersbourg, képviseli. A legáltalánosabb és legelterjedtebb váltakozó 
áramú mérőeszköz és demonst.rácziós készülék a gyenge áramú elektro­
technikában s e mellett a legmodernebb és legolcsóbb is.
Veti tőkész íilék «Calderoni I. H.»
Ezen készülék, mely ugyanolyan szerkezetű mint a túloldali, egy általunk 
szerkesztett hűtővel van még ellátva, mely a megvilágító lencsék közé van 
igtatva. — Ezen felszerelés vetítő készülékünket a legtökéletesebb ilynemű 
készülékké avatja. Ara lámpa nélkül K 3 5 0 .—
A vetítőkészülékeinkhez felszerelt hajtócsavarral ellátott objektiv fog­
lalatba tetszés szerinti 6 különféle gyútávolságu vetítési objectivet lehet 
elhelyezni, melynek gyútávolságu 150, 200, 280, 310, 355, 403, mm. — 
Minden készülékhez a fentjelzett árban csak egy darab ilyen vetítési objektiv 
tartozik. — Minden további objektiv ára darabonként K 2 4 .—
Yetitőkészűlékeink a merőleges és vízszintes síkban végbemenő vetítésre, 
valamint mikroskopikus vetítésre is, úgyszintén színképek, interlérenciális 
tünemények, fényelhajlási, fénysarkitási és kettős törési kísérletek stb. vetí­
tésére is alkalmasak. Ezen meilékeszközökről addig is, mig az ezekről szóló 
külön árjegyzékünk meg fog jelenni, kívánatra szívesen küldünk részletes 
költségvetéseket. Vetítőkészülékeinket — melyek a legtökéletesebbek— tetszés 
szerinti fényforrással, u. m. villamos ívfónynyel, mészfénynyel, acetylénnel, bor- 
szesz-izzófénynyel stb. szállítjuk.
E lek tro m o s ív lám p a
legjobb minőségű és felette erős 
szerkezetű (mellékelt ábra szerinl) 
mely hajtócsavarok segélyével 
minden irányban könnyen moz­
gatható, 110—220 volt feszült­
ségű egyen- vagy váltóáramhoz,
5—50 Ampere áramerősségig hasz­
nálható. Ára K 1 2 0 .—
E lek tro m o s ív lám pa
egyszerűbb és könnyebb szerke­
zetű. Ára K 9 0 . -
B o r sz e sz -iz z ó le n y lá m  pa légsűrítővel ellátva, mely 300 gyertya­
fény erejű világítást szolgáltat. Ára teljesen felszerelve K 5 0 .—
H árom láb ú  a sz ta lá llv á n y , mely hajtócsavar-szerkezet segé­
lyével magasabbra és mélyebbre állítható, felső lapja pedig a vetítőkészülék 
által esetleg megkívánt szög alá, illetve ferde állásba hozható. Ára K 110. —
V etítési e r n y ő  finom vászonból 200 cm. négyzetben, gyűrűkkel 
ellátva. Ára K 8 .—
E r n y ő -á llv á n y  fenti ernyő részére, mely könnyen és gyorsan 
szétszedhető. Ára szekrényben K 3 0 .—
V etítési e r n y ő k  zsinórral felhúzható szerkezettel. — Ezen ernyők 
legczélszerübben a falra erősítendő 2 vastámaszra szerelendők, azonban 
bárhová, esetleg közvetlenül a falra is felerősithetők. — Az ernyők árai 
a következők :
200 240  300 3(>0 420 480 cm. négyzetben
Ára 4 5 .— 6 5 .  9 0 .— 1 4 5 .— 2 0 0 .—  2 4 0 .— korona.
Calderoni m ű-és tanszervállalat részvénytársaság Budapest, IY., Yáci-utca 50 ,
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A M athem atikai é s  Physikai L apok  évenként 8, lega láb b  3 ívnyi 
fü zeib en  jelennek m eg , m ég  pedig, a  n yári hónapok k ivéte lével, m in ­
denkor a  hó  m ásod ik  felében . Az e g é sz  évfolyam  2 4 —3 0  ív  terjedelm ű  
lesz . E lő fizetési ára 10 korona. A M athem atikai é s  P h ysik a i T ársulat 
tagja i tagság i díjuk fejében  kapják.
T ársu lati m on d an iva lók . A tizenkilenczedik társulati év I910január 
1-én kezdődött.
A tagsági díj (Budapesten 10 korona, vidéken 6 korona (az Alapszabá­
lyok VII. 12. §-a szerint az év első negyedében esedékes. Kérjük t. Taglársain- 
kat, szíveskedjenek a tagsági díjat a társulat pénztárnoka: Lévay Ede főgymna- 
siumi tanár (VI., Nagy János-utcza 37.) czimére beküldeni. A múlt évekről 
hátralékban levő t. Tagtársainkat sürgősen kérjük a tagsági díj beküldéséért.
A Math, és Phys. Lapok I. és III. évfolyama már csak nehány teljes 
példányban van meg és csak az egész sorozat megvételével szerezhető be. 
Az I. kötet ára 10 korona, a többieké 6—6 korona.
A z  első és h a rm a d ik  évfo lyam  első füzetjé t ké t-ké t koro­
nával vá ltju k  he.
R en d es ü lések . A társulat üléseit rendszerint minden hónap első és 
harmadik csütörtökén tartja a tud. egyetem physikai intézetében (VIII., Eszter- 
házy-u. 3), d. u. 6 órakor. Az előadások tárgyát — egy mathematikai és egy 
physikai tárgy — 2—3 nappal az ülés előtt a napi lapokban kihirdetjük.
A tagajánlások a társulati ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok. 
Kövesligethíj Radö ügyvivő titkár czimére V ili., S án d or-u tcza  8. intézendők.
A folyóirat szellemi részét illető küldemények (czikkck, feladatok, kérdé­
sek, stb.) a szerkesztőkhöz küldendők ; a mathematikai tárgyúak Bados Gusztáv, 
IX., F ereu cz-k örú t 38. sz., a physikai tárgyúak pedig Kövesligethíj Ft. 
czíme alatt. A reclarnatiók, czimváltozások a pénztárnokhoz intézendők.
Igen tisztelt munkatársainkat értesítjük, hogy a választmány határozatá­
ból a szokott 25 különlenyomatot ezentúl üres borítékkal adjuk; nyomtatott 
borítékot csak külön kívánságra, a megfelelő nyomdai költségek felszámítá­
sával adhatunk.
WF X reclarnatiók , cz im vá ltozások  a  p én ztáritok h oz in tézen d ők .
A VARIÁCZIÓSZÁMÍTÁS DIFFERENCZIÁL- 
EGYENLETEIRÖL.
Egyszeres integrálokra vonatkozó variácziószámítási felada­
tok tárgyalása mindig két részre oszlik. Először olyan vona­
lakat kell keresni, a melyek eleget tesznek a variácziószámítás 
differencziálegyenleteinek és a melyeknek mentén az integrál 
szélső értéket vehet fe l; az ilyen vonalakat Kneser példájára 
extremálvonalaknak fogjuk nevezni. Másodszor meg kell vizs­
gálni, hogy egy bizonyos, a kisérő feltételeknek megfelelő 
extremálvonal az integrálnak csakugyan szélső értékét szol- 
gáltatja-e. A következő fejtegetések csak az első kérdésre 
vonatkoznak, a mennyiben a differencziálegyenletek általános 
elméletéből adódó existentia-tételnek a variácziószámítás czél- 
jaira hasznos átalakitásáról fognak szólni.
1. Induljunk ki a
differencziálegyenletekből, a melyek az 
t*
J F{x, y, z, x', y', z ')d t (2 )
U
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integrálhoz tartozó extremálvonalakat határozzák meg. Fel fog­
juk tenni, hogy
F(x, y, z, kx ', ky', kz') =  kF(x, y, z, x ', z') (B)
bárminő pozitív számot jelentsen is k (ez biztosít bennünket 
arról, hogy a (2 ) integrál nem függ a t paraméter választásá­
tól), továbbá egyszerűség kedvéért azt is, hogy az F  függvény 
analitikai, ha
1. az (x, y, z) pont a tér egy bizonyos R  tartományában 
van és
2 . x ^ + y ’^ +z'* *  0 .
Bizonyos feltételek mellett, a melyeknek részletezésére nincs 
szükségünk, az R  tartomány minden belső P0(x0, y0, z0) pont­
ján adott tetszésszerinti kezdeti irányban (azaz x', y ’, z' szá­
mára megadott kezdeti értékekkel) egy és csak egy extremál- 
vonal megy keresztül. 1
Ugyanezen feltételek mellett, az R  tartomány minden belső 
R t tartományára nézve találhatunk oly két pozitív r és l 
számot, hogy ha az R1 két tetszésszennti P0 és P  pontjának 
távolsága r-nél kisebb, akkor a P0 ponttól a P  pontig egy és 
csak egy olyan extremálvonalat vezethetünk, a melynek hossza 
kisebb mint l.
A következőkben ezt a tételt fogjuk bebizonyítani olyan 
módszer segítségével, a mely változtatás nélkül alkalmazható 
mind a sík, mind pedig akárhány dimenziós tér (azaz akár­
hány ismeretlen függvény) esetére is.
*
2 . Lássuk először, mik a feladat nehézségei. Az (x 0, y0, z0) 
ponton átmenő extremálvonalakat három ilyen alakú egyen­
lettel állíthatjuk e lő :
1 Az olyan extremálvonalakat, a melyek paramétertranszformáczióval 
származtathatók egymásból, azonosaknak tekintjük.
A VARIÁCZIÓSZÁMÍTÁS DIFFERENCZIÁLEGYENLETEIRŐL- 325
f  di *®0 > 2/0 > - 0  > « 0  > y0 ’ zö)>
y *P x 0, 2/o > ^0 > Vo> o^)> (4?)
Z - ^(í) íCo > 2/o * > » 0 . Vo> ZÖ)’
a hol x 0 , y 0 , z 0 , x'0, y'0> c'0 az íc, í/, 2 , a?', í/', z ' változók kez­
deti értékeit jelentik í= 0  esetére. Feltehetjük, hogy a í para­
méter arányos az extremálvonalnak P0-tól előjellel számított
ívhosszúságával és hogy az arányossági tényező, a melyet 
1
.__ -val jelölünk, mindegyik extremálvonalon ugyanaz. Az (1)
V p
egyenletek ugyanis nem függetlenek egymástól, mert bal­
oldaliakat rendre Ix , Iy , I.-ve 1 jelölvén, látjuk, hogy
& rtc~\~ y iy~\~Z'lz = 2 x '
d
dt \ d x 'l -  s #
dF
dx
a dl i „ dF +  x '
d F \
~ d i ± x dx'




= dt X dx' y '- a , +  zdy dz’ — F
(a F  jel x, y, z-re kiterjedő szummácziót jelent); a (B) feltétel­
nek pedig közvetlen folyománya, hogy





x 'Ix-\-y'IyFz'I~ — 0 .
Ennek alapján jogunk van az (1) egyenletcsoporthoz egy új 
egyenletet csatolni, a melyet így választunk:
x 'x "+ y 'y "+ z 'z"  = 0 . (1 )'
Ez az új egyenlet a következő integrált szolgáltatja
. i°2i . . /2 /2x  + y  + z =  x 0 + y 0 + z0 — const., 
és ha bevezetjük az
<  +2/ó ~Fz 'o — P (5)
feltételt, akkor ezáltal a t paramétert a kivánt módon és egy­
úttal az f, <p, (f> függvényeket is teljesen meghatároztuk.
Ha a P0 pont helyét nem változtatjuk, akkor /', <p, p  négy 
változótól t, x'0, y'0, z'0-től függnek, mely négy változó az (5) 
feltételnél fogva háromra redukálódik.
Feladatunk az, hogy e három változót megfordítva, mint 
x, y, z függvényét fejezzük ki, a mikor a P{x, y, z) pont elég 
közel van a P0 ponthoz. E czélra azonban az impliczit függ­
vényekről szóló klasszikus tételt nem alkalmazhatjuk, mert 
hiszen t —0 esetére mind e kilencz differencziálhányados
d f  d f  d f  dtp dtp
W o ’ K  ’ &3T” " ’
értéke zérus. Szemléletesebb alakban fejezve ki a dolgot, azt 
mondhatjuk, hogy a (4) egyenletekkel ábrázolt vonalseregnek 
a P0 pontban szingularitása van, mert e helyen a sereg minden 
vonala összefut, tehát nem várhatunk kölcsönös és egyértelmű 
vonatkozást egy a IJ0-t magábazáró tartomány összes pontjai 
és a Q(t, x'0, y'0, z'0) pontok között (mindig az x'*-\-y'n -p z ^ —p 
feltétellel), hiszen az egyetlen P0 pontnak végtelen sok Q pont 
felel meg.
A tételt n  =  2 esetére (n-nel jelölvén az ismeretlen függ­
vények számát) B l is s  1 olyan módszerrel bizonyítja be, mely­
nek gondolatmenete még WEiERSTRASstól1 2 3származik; e mód­
szer azonban nem általánosítható arra az esetre, a mikor n > 2.
B o l z a 8 a sík polárkoordinátáinak bevezetésével kerüli el a 
nehézséget. A polárkoordinátavonalak egyik serege ugyanis 
éppen olyan szingularitású, mint az egy pontból kiinduló 
extremálvonalak serege. De ez csak a síkban van íg y ; a tér­
beli polárkoordináták egyike nemcsak egy pontban, hanem egy 
egyenes (az Oz tengely) mentén válik határozatlanná és ez a 
szingularitás nem képezhető le az extremálvonalak seregének 
szingularitására.
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1 Bulletin of the American Mathematical Society, 13. k. (1907), 321.1.
2 Bolza szerint, 1. Bolza, Vorlesungen über Variationsrechnung. 272.1.
3 Bolza id . h. 270. 1.
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H a d a m a rd1 módszerének lényege (tetszésszerinti n esetére) 
az, hogy nagyszámú derékszögű koordinátatranszformácziót 
végzünk és mindegyik transzformáczió után az egyik koordinátát 
választjuk paraméternek. E módszer igen hosszadalmas.
Az itt vázolandó bizonyítás egyrészt a (nem DEscARTEs-féle) 
koordinátarendszer alkalmas megválasztásán, másrészt az im- 
pliczit függvényekről szóló tétel BoLZA-féle általánosításán1 2 
alapszik.
*
3 . A Bolz Ától származó általánosított tétel egyszerűbb alakja 
így hangzik:
Legyenek
t i  ( '^ i) ■ • • ) . . « , J n  ( ^ i , • ■ • ,
folytonos első differencziálhányadosokkal ellátott függvények 
valamely A  tartományban, C egy az A belsejében3 fekvő kor­
1 Hadamard, Lem ons s u r  le  c o lé u l  d e s  v a r ia t io n s .  (Paris, Hermann, 1910), 
I. k. 114—122. és 497—511. 1.
2 M a th e m a t is c h e  A n n a le n , 63. k. (1907), 247. 1. és Bolza, V o r le s u n g e n ,  
160. 1. Bolza maga is felhasználja ezt az á lta lánosítást a  kérdéses té te l­
nek n = 2 esetre  való bebizonyításában.
:i Ezen azt értjük, hogy a C halmaznak minden (arj, . . . ,  asj}) pontja 
körülvehető egy oly elég kicsiny «koczkával» : ! x — a# ] rg ó, [ i = i ,  . . . , n ) ,  
a mely teljesen az A  tartományban fekszik.
1. ábra.
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látos és zárt halmaz, a melynek minden {x1, . .  ., x n) pontjá­
hoz az
Hl ' f i  (*^ i i • • • » &n)>
.................................  (I>
Un — fn (*®i; • • • > ®n)
egyenletek egy-egy (yt , . . .  , yn) pontot rendelnek. A C összes 
pontjaihoz tartozó (?/,, • • • » Un) pontok egy T halmazt alkotnak. 
Felteszszük, hogy a függvénydetermináns a
C egy pontján sem zérus; továbbá, hogy nemcsak a C min­
den pontjához tartozik a Anak egy pontja, hanem, hogy meg­
fordítva is, a r  halmaz minden pontjához a C halmaznak 
csak egy pontja tartozik.
E feltételek mellett van oly r szám, hogy az
?/i -Hí ^  r , . . - AHn—Vn l ^r (IX
egyenlőtlenségekkel [a melyekben (yf, . . . ,  i/n) a / '  halmaz 
akármelyik pontját jelenti] meghatározott (71),. halmaz minden 
pontjához az (I) egyenletek egyetlenegy (xt , ,  x n) értékrend- 
szert rendelnek. Vagy más szóval: az x t , . . .  , x n változók nem­
csak a r , hanem a (7’)r tartományban is egyértékű (és foly­
tonos első differencziálhányadosokkal ellátott) függvényei az 
H í,. . . ,  Hn változóknak.
*
4 . Forduljunk vissza a (4) egyenletekhez és tegyük fel 
egyelőre, hogy az (x 0, y0, z0) pont fix helyzetű. A következők­
ben mindig felteszszük, hogy a mikor
< *+yól + z?  =  í, (5)'
az f, (p, p függvények regulárisak a
intervallumban és
—T =   ^~  T
( f - x 0)*+(<p-Ho)*+(p-zor > 0 ,
0  <  | f | ^  r.
ha
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Feladatunk a (4) és (5)' egyenleteket megoldani t, cd0, y'0, z'0-re 
nézve, ha megadják a P(x, y, z) pontot.
E czélból a P  pont helyét négy számértékkel fogjuk meg­
határozni, a melyek közül három és pedig a, ß, y azon vektor 
iránycosinusaival arányosak, a mely a P0 és P  pontokat össze­
köti abban az irányban, mely az extremálvonalon a t para­
méter növekedő értékeinek megfelel; és a negyedik számérték 
r e vektor hosszúságát jelenti plus vagy minus jellel, a szerint 
a mint az az extremálvonal, melyet P-n át akarunk vezetni, 
-P0-tól halad P  felé vagy megfordítva. Ilyen módon egy-egy
extremálvonal pontjainak mind a négy a, ß, y, r koordinátája 
folytonosan változik és r olyan jelű, mint t. A geometriai tér 
minden (x , y, z) pontjához tulajdonképen két pont fog tartozni:
megfelelően annak a két esetnek, hogy egyszer a -P0-tól ki­




(a, ß, y, r) és (—a, —ß, —y, —r)
ß
. '/— / / o - J -  r ,
A
a , + / ? * + r * =  P ( i > 0 ) .
aca x 0 — — r,
A
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E négy  v á lto z ó h o z  a, ß, y, r - h e z  m á r m o s t m é g  egy ö tö d ik e t 




__________ H ?—!/o) _  o
Y (f-Xof+ív-y^ +W-Zo)*
__________ _________________ { )
Y (f-atf+iv-yj'+y-zj* u
Y ( f - x 0f+{<p—yof+ {< p-z0f  =  r,
,2 I ,2 , ,t
X 0 T.'/o + z 0 — P
BoLZAnak imént idézett tétele értelmében az
x o ’ y o > zo * i> ^
változókra nézve megoldhatók.
A (7) egyenletek baloldalai ugyanis regulárisak ebben az A 
tartományban :
i — d < ^ x ó  - \ - y ó  +^0 <  1 +d,
- r  ^ í ^ r ' ( r ’ ‘ ‘ ~ j ) ,  (A)
— 0 0 <A <  +  00 
és e C tartomány :
x 'o + y* + Z o — t, t= o, (C)
az A-nak belsejében fekszik.
A (7) egyenletek a C tartomány pontjaihoz a következő r  
tartomány
at + ß l+ ri = i ,  r —0, p l (D
pontjait rendelik és a megfelelés kölcsönösen egyértelmű, 
minthogy
fi x 0, ß y q , y Zq , ? 0 , / ) ~ 1, 
és megfordítva
^0 2/o — ß> Zq )'t t—flj 7 1 ■
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Végre a
A _  D («» ß, r> r- P)
D (®0 > //() ) ^0 » ^
függvénydetermináns a C tartomány egyetlen helyén sem zérus, 
a mint ezt mindjárt részletesen igazolni fogjuk.
Tehát alkalmazhatjuk B o l z a  tételét, a melynek értelmében
a (7) egyenletek az
• !l o > z0 > ^
változókra nézve megoldhatók, ha az
a, ß, r, r, P
változók a következő
1 — e ^  1 + e ,  | r | ^ r 0 , l — e ^ ^ o ^ l + s
tartományból valók és annál inkább, ha a, ß, r, r, p e meg- 
szorítóbb feltételeknek tesznek eleget
- r 0 ^ r ^ r 0, a2+/S2+ r2= l ,  p =  1 . ( O
A /"-nek megfelelő C  tartományban
< + y 'o + < =  i , * = i
és
Ml
ebben az esetben t már a P0 ponttól előjellel számított ív­
hosszúságot jelenti.
*
5. Hátra van még a A függvénydetermináns kiszámítása.
X df X ,, dr dr
r dx'o -x 0) dx'0 " ‘ dx'(j
ul x 0
X df
-x0) dr dr Wor Wo - r z ( t - dy'o ' dy'0
X df dr dr Qzr dz'o - ■ ? - v - ~x o) dz'0 '
X. df X .. dr dr
0r dt ~ rA 1 - -x 0) dt dt
f —X o .. 0 0r
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Minthogy
dr _  f—xQ df y —y0 dtp p - z 0 dp
dx'0 r dx'0 r dx'0 r dx'0 ’
tehát
df dtp dtp ,
dx'0 dx'0 dx'0 X° 
df dtp dp ,
h'o %ó du'o !l°
df dtp dp ,
~ K  ~ K  z°
df  d<p () 
dt dt df
Fejtsük ki az f, tp, p, r függvényeket t hatványai szerint 
haladó sorba; ekkor
/ =  x 0-\-tx'0-\-t2 ( ...),
<P —  !/o + f y / á + /2 (•••)>
p — ;0 + íz '0 +<® (• • •), 
r - t p +  t" ( ...),
és így
í + í 3 (. .) í*(. af0
__ 2 Ä® <2(. .) f+<2 (. í 2 ( . . . )  //'o
/><*(!+•••) í 2 ( . .) <*(. í  +  f 2 ( . . . )  2'0
« ó + í (• •) ?/o+ ^  ( z'0-)-f (• • •) 0
A jobboldalon szereplő determináns, ha első három sorát 
f-vel osztjuk és utolsó oszlopát f-vel szorozzuk, így irható:
1 + f  (. f(. .) ..) x 0
t(. !+<(• .) t( . ••) y;
t( . <(. .) 1+ f ( . • •) z'o
Xq -\-t (. //Ó+í (• z0+ í  (• ..) 0
/ 5» / | f
t (Xt) +?/ 0 + 2o •),
tehát
J  -<2X+t
Ennélfogva a C tartományban
— 2.
Ezzel a kijelentett tételt — fix helyzetű (x0, y0, z0) pont ese­
tére — bebizonyítottuk.
Sőt valamivel többet is bebizonyítottunk, mint a mennyit 
a tétel ebben az esetben állít.
Azt t. i., hogy nemcsak minden, a P0 elég kis környezeté­
ben levő P  ponthoz lehet P0-ból kiindulva extremálvonalat 
vezetni (melynek hossza legfeljebb l), hanem megfordítva P-ből 
is vezethetünk extremálvonalat a P0 pont felé.
*
6 .  M ost m ég  ki k e ll te r je s z te n ü n k  e re d m é n y e in k e t  a r ra  az 
e se tre , a  m ikor a  P0{x0, y0, z0) p o n t  egy  ta r to m á n y n a k  te ts z é s ­
s z e r in ti  h e ly é t fo g la lh a tja  el. E czé lb ó l az im p lic z it füg g v én y ek  
té te lé n e k  BoLZA-féle á l ta lá n o s í tá s á t  a  kö v e tk ező  te l je s e b b  alak­
b a n  1 k e ll h a s z n á ln u n k :
Legyenek
f i  ( ^ 1  9 • • • 9 XfYl 9 U\9  .  • • , Hn)
(i=l, 2 ,.... n)
első differencziálhányadosaikkal együtt folytonos függvények 
az TO+n dimenziós (x1, . . .  , x m, y 1, . . . , y n) tér valamely A 
tartományában és C zárt, korlátos halmaz az A tartomány
belsejében.
Felteszszük, hogy a C minden pontján az x 1, . . . , x m, 
yt , , yn változók eleget tesznek ezen n számú
ti (®i9 • • • 9 x m, y l t . . . ,  yn) — 0  (II)
(>=1, 2 ,.... n)
egyenletnek; továbbá, hogy a C tartományban a (II) egyen­
letek y1, . . . , y n-re nézve egyértelműen megoldhatók, a min 
azt értjük, hogy ha a C tartományban fennállanak ezek az
t i  (-^i 9 • • * 9 X f n , y j , . . . ,  y n )  — 0,
f i  ( f f  !». ••» 'Em 9 III y ■ • • 9 y n )  =
(i=l,2...........n)
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1 Math. Annalen, 63. k. (1907), vagy Bolza, Vorlesungen, 167. 1.
334 SZŰCS ADOLF.
egyenletek, akkor ezekből
fi, =  y 11 • • • 9 Vn =  íln
következik.
Végre felteszszük, hogy a
D{yt , . . . ,  Un)
függvénydetermináns C-ben sehol sem zérus.
Ekkor lehet találni olyan r számot, hogy az
I Xl ~ Xi ! ^  r 9 ■ • • » | Xm — X m  | <  r  (r ) r
egyenlőtlenségekkel (a melyekben x°, . . . ,  x°m a C egy tetszés­
szerinti pontjának m  első koordinátáját jelentik) definiált (T)r 
tartomány minden pontjához a (II) egyenletek egy és csak 
egy y t , . ■., yn értékrendszert rendelnek. Ezen y lt . . . ,  yn érté­
kek az * ! , . . . ,  x m változók {F)r tartományában folytonos első 
differencziálhányadosokkal ellátott függvények.
Ezek után hozzáfoghatunk a (4) és (5)' egyenletek meg­
oldásához abban az esetben, a mikor a P0(x0, y0, z0) pont 
egy, az R  belsejében fekvő R ' tartomány akármelyik helyén 
van. Felteszszük, hogy r-nak (1. 4. §.) adhatunk olyan állandó 
értéket, mely független a P0-nak R'-hen elfoglalt helyétől.
Vessük még alá P0-1 annak a feltételnek, hogy egy az R' 
belsejében fekvő — egyébként if'-től és igy jR-től tetszés­
szerinti kevéssel eltérő — Rt tartományban maradjon és alkal­
mazzuk Bolza második tételét a (7) egyenletekre, a melyeket 
most inkább ilyen alakban írunk:
__________ 7 (f—x 0)__________
/  ( f —  x oy + ( < P  ~  ?/o)a+ - 2 0)a
Ezen egyenletek baloldalai első differencziálhányadosaikkal 
együtt folytonosak a következő A  tartományban:
az (x0, y0 , z0) pont i?'-ben van,
1 —d Xq -\~y 'o -pz'o :'-7  1  + d ,  | 1 1 ^  t ' ,  0 < A ,
a, ß, y, r, p akármilyen értékűek.
(A)
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Ez a C tartomány pedig
az (x0, y0, z0) pont libben  van
x 'o + yó t —o, /  =  t
a%+ F + r * =  1, r = 0, p 1
(O
.1-nak belsejében fekszik. Ha az előbb idézett BoLZA-tételt 
alkalmazni akarjuk, akkor x lt x %, . . .  , x m szerepét a p, r, a, 
ß, r. x 0 > 2/o> ^0 és Vi’ lh ’ ■■■ ’ Un szerepét a X, t, F0, y'0, z'0 
változókra kell ruháznunk. Az összes felsorolt feltételek tel­
jesítve vannak és ezzel a kitűzött tételt egész általánosan 
bebizonyítottuk.
¥
7. Eddig a háromdimenziós tér vagy jobban mondva három 
ismeretlen függvény esetére szorítkoztunk. Ugyanezen a módon 
tárgyalható az n ismeretlen függvényt tartalmazó
rs n / ■ dx, dxn \
F \x ' . . . w . . . . . . . . í r ) *H
integrál. A F( xt x n, x \ , . . .  , x ’n) függvényről természe­
tesen ugyanolyan feltevéseket kell tennünk, mint F(x, y, z, 
x', y', z')-ről.
Az (1) és (1)' egyenletek helyét most a következő » + 1 
számú
d I dF 
dt m\ ex -1
dF =  0 . ti—»1, 2...........n)dxi
x ' v x " - j---- \ - x ' n x ’n  —  0
egyenlet foglalja el és a (4) egyenletek helyett ezekkel van 
dolgunk :
X\  fi (í, X ^ q, . . . , X no , X j^q ,
melyeket a
X (fi xm)
V  (ti — •'r i o ) í H ----- H/n— X „ o )2
V(ti— a 'to)2d--------H / n —  í^no)2 — T,
■«lód----- VXnQ =
• •, X u0), (4)'





egyenletekkel helyettesítünk (Xíq és x® az £C< és x\ értékeit 
jelentik t ~ 0 esetére). Most
r  =  ]/  (ajj— íc10)2H------ K # n —««o)®,
X r - q o_ (i> 0 )  
r
és r jelére nézve ugyanaz a megállapodás érvényes, mint előbb.
A (7)' egyenletekre előbbi fejtegetéseink szóról-szóra alkal­
mazhatók.
A sík esetére szintén alkalmazható a leírt módszer. Itt két 
függvénynyel
■L* --  f (í, XQ , // (| , -U(| , / / Q),
7/ =  <p {t, x0, í / 0  , a , ,  , / / q)
van dolgunk és ennek megfelelően négy változóval : a, ß, y, r. 
/j-val. A változók számát azonban háromra redukálhatjuk, ha 
x'0 és y'0 helyett bevezetjük azt az a szöget, melyet az extremál- 
vonal érintője az (x0, y0) pontban az x  tengelylyel bezár. 
Ekkor />-ra nincs szükségünk és az extremálvonalakat ilyen 
alakú egyenletek állítják elő : 1
x  =  f  (t, a, x 0, y0), 
y  =  <P (t, a, x 0, y0).
Ezen egyenletek helyett most a következő hármat kell meg­
oldanunk A, t és a-ra:
_ _ _ _ * ( f~x q) _ _ _ _ a
V  (f—x0)*+(v—yo)*
i(<p—y<) _  o
V  (f-%0^ +(<p—yo)*
V  {f-^o?+{<p—y0f  =  n
a C tartomány pedig a jelen esetben:
t =  0 , 0  a ^  2n, A =  1. (Q
*
Bolza, Vorlesungen, 213. 1.
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8 . Alkalmazás a mechanikára. A mechanika diffe- 
rencziálegyenletei variáczióproblémákból is leszármaztathatók.
Vegyük holonom 1 rendszerek esetét, vagyis azt az esetet, 
a mikor a mechanikai rendszer helyzetét végesszámú független 
paraméterrel lehet meghatározni és tegyük fel, hogy a kény­
szerek az időtől függetlenek, továbbá, hogy a szabad erőknek 
van az időtől független potencziáljuk. Legyen —t / a  poten- 
cziál, T  az eleven erő, t az idő és ql t . .  . ,  qn a rendszer hely­
zetét meghatározó paraméterek.
A mozgás pályáit ekkor az eleven erő állandójának adott 
h értéke mellett az a feltétel határozza meg, hogy a pályák 
mentén a
t _______
J = j  \ íT(U+h)dt
in te g rá l v a riá c z ió ja  z é ru s .2 Ez a  le g k is e b b  akczió e lv é n e k  
JACOBitól sz á rm a z ó  a lak ja .
A J  integrál csak látszólag függ í-től. Ugyanis
n  n






a hol au (=Uici) csak a qt , . . . ,  qn változóktól 
ség; tehát
/  = J /£/+/<■ \ \  2 2  aikdqidqk.
függő mennyi-
Erre az integrálra közvetlenül alkalmazhatók az eddigi ered­
mények.
A pályák differencziálegyenletei tetszésszerinti r paraméterre 
nézve (mely t  paraméter a rendszernek egymásután elfoglalt 
helyzeteit határozza meg)
(8)
—  W l+ '- '+ ^ n g n  y  U+h _  j L  yf U+h 22 =  0.
dr VI  2 2  aikq'i<ik <>qt
(í= 1, . . . ,  n)
1 Appell, Traité de Mécanique rationnelle, II. k. 296. 1.
2 Appell, Traité dé Mécanique rationnelle, II. k. 426. 1.
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Ezek az egyenletek megint nem függetlenek, de most czél- 
szerűbb a r paramétert nem a
<7i'/id------ =  0 ,
hanem az
h I I a ikqíq'k-(U + h ) =  0 (9)
egyenlettel definiálni, a honnan
dz = ciijfdijidc/ kU+h
A (9) egyenlet nem más, mint az eleven erő elve, tehát z 











«11 • • • Cl\n
«ni • • • Unn
d U
dqt =  0, ( 10)
determináns a q1, . . . , q n változók valamely R  tartományában 
sehol sem zérus, akkor megállapítható minden az R  belsejé­
ben fekvő R ' zárt korlátos tartományra olyan t0 érték, hogy 
az R' tartomány bármely {q° , . . . ,  q„) pontján a t—0 időben 
átmenő és az
i A2 ' aik dijidt U + h
egyenletnek eleget tevő mozgás reguláris a
—t0 ^ t ^ t 0
intervallumban.
Ez elegendő arra, hogy tételünk alkalmazható legyen.
Tehát minden az R-en belül fekvő zárt korlátos R t tar-
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tományra nézve megjelölhetünk két számértéket, r-et és l-et 
azzal a tulajdonsággal, hogy ha az Iliben levő két Q0(q° , ..., q„) 
és Q (q1 , qn) helyzet «távolsága»
V (<7i —9?)*4-----h(v« — Űnf <
akkor (az eleven erő állandójának adott h értéke mellett) egy 
és csak egy mozgás van, a rnely l-nél rövidebb idő alatt a 
rendszert a, Q0 helyzetből a Q helyzetbe viszi.
Szűcs Adolf.
-7!OMathematikai és Physikai Lapok. XIX.
TÉRBELI ALAKZATOK PROJEKTIV GEOMETRIAI 
ÁBRÁZOLÁSÁRÓL.
(Második és befejező közlemény.)
H) Neqyedik eset.
31. Végre azzal az esettel foglalkozunk, melyben az |a'b 'c '. . . j,
|a”b”c" . . .  | sugársorok kongruensek és a megfelelő sugaraik 
egymást födik.
A \Ct\, |CJ kollineár sugárpontok most perspektiv helyzet­
ben vannak, mert a [c]=[«/??-. . .  ] síksor síkjai önönmaguknak 
felelnek meg.
A koinczidáló pontok geometriai helye a — c egyenes­
ből és a t  perspektiv-sikból áll. Ezt a r síkot koinczidáló 
síknak nevezzük.
A koinczidáló egyenesek részben a r sík egyenesei, részben 
pedig azok az egyenesek, melyek a jCjCJ^c egyenest metszik.
Az involutorikus egyenesek egy \I\ sugárpontot képeznek, 
melynek I  czentruma a | e g y e n e s  ama pontja, mely a 
koinczidáló siktól Cx és Ct által harmonikusan van elválasztva. 
Ez az előző eset tárgyalásaiból következik (27), mert itt az 
[c] = [aßy . . .  ] síksor minden síkjának az a szerepe, a mi ott 
az cij1, a síkoknak volt.
Az involutorikus pontpárok a tér egy czentrikus involuto­
rikus kollineáczió elempárjai, melynek czentruma 1 és kettős 
síkja r.
A síkokat ábrázoló kollineácziók mind annyian czentrikusak. 
E kollineácziók közös czentruma a képsík pontja,
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és tengelyük a síknak a r síkkal való metszésvonalának egybe­
eső képei.
Az ábrázolás emez utolsó esete projektív-geometriai szem­
pontból megegyezik Monge módszerével.
32. Jelen esetben specziális transzformácziókat a következő- 
képen végezhetünk.
Legyen Cs a |CjC2|= c  egyenes pontja és hozzuk a C3 sugárpon­
tot a jCjl, |Ca| sugárpontokkal a r sík pontjai révén kollineár vonat­
kozásba. Ezután pedig a J C 3 |  sugárpontot a képsíkkal is hozzuk 
kollineár vonatkozásba, olyan formán, hogy a |C3| minden p'" 
sugarának az a P"' pont feleljen meg a képsíkban, mely a ICJ, 
C» sugárpontokban neki megfelelő p', p" sugaraknak is meg­
felel. A [c] =  [aßy . . .' ] síksornak megfelelő C3-ra vonatkozó 
a " 'b " 'c . . .  j sugársor az la'b'e' . . .  és |a"b"c" . .. | sugár­
sorokkal kongruens és e három kongruens sugársor megfelelő 
sugarai födik egymást.
Ennek következtében valamely P  pont P ', P", P "  képei a 
képsík \C\ sugársorának egy sugarán vannak.
A harmadik esetből következik még (30), hogy
(C P 'P 'P "') =  (VC1CiCB).
Ha a [c] =  [aßy. . .] síksor egy másik síkja valamely Q pont­
jának a Q', Q" képeiből a Q'" harmadik képét kell meghatá­
rozni, feltéve, hogy a P  pont három képe P', P", P '"  már 
ismeretes, akkor figyelembe vesszük, hogy
(CQ'Q"Q"') =  (VC1CiC3). ■
De akkor egyúttal
(CP’P ’P '" )  A  (CQ'Q"Q'")■
Legyen a P  pont három képe az a, a Q ponté a b sugá­
ron (1 0 . ábra), akkor a Q"' pontot úgy szerkesztjük meg, hogy 
a P "  pontot a \P'Q'\ és \P"Q"\ egyenesek M metszéspontjá­
ból b-re vetítjük. Ez abból is következik, mert M  a \PQ\ egye-
25*
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nes és a r sík döféspontjának egybeeső képei. De M e döfés­
pont harmadik képe is és így a \PQ\ egyenes \P"'Q"'\ harma­
dik képe is átmegy az M ponton.
10. ábra.
Ebből az is következik, hogy a C3 czentrumot legtermésze­
tesebben úgy adjuk meg, hogy egy P  pont P', P" P '"  képeit 
megadjuk.
TII. Alkalmazások.
I) Másod-, harm ad- és negyedrendű reguláris (torz-) seregek
ábrázolása.
33. Egy |r |= |f , íaíg . . .  | elsőrendű sugársor, melynek suga­
rai koinczidáló egyenesek képei, egy másodrendű reguláris se­
reget ábrázol. A JT| sugársornak ugyanis a C\, C2j sugár- 
pontokban a [£'] =  [ririr'g. . .  ] és [í"J =  . . .  ] projektiv
síksorok felelnek meg, melyek az ábrázolt másodrendű regulá­
ris sereget alkotják.
Ha a T pont az |a'b'c' . . .  I, a"b"c" . . .  j projektiv sugár­
sorok megfelelő sugarain van, akkor a reguláris sereg egy kúp­
felületté, vagy egy síkpárrá degenerál.
Az I. és II. esetben a képsík összes sugársorai az ábrázolás
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kongruencziájában foglalt összes oo4 másodrendű reguláris 
seregeket ábrázolják. A III. esetben, ezeken kívül, még más 
másodrendű reguláris seregeket is tartalmaz a kongruenczia (37). 
A IV. esetet a továbbiakban kizárjuk.
Minden másodrendű reguláris sereget, a [CJ, |C2j sugárpon­
tok megfelelő választása és azoknak a képsíkra való megfelelő 
kollineár leképezése által, egy sugársorral ábrázolhatunk. Ezzel 
egyúttal a másodrendű reguláris seregek és felületek legegysze­
rűbb ábrázolását nyerjük.
34. Egy jPj másodrendű sugársor, — az P kúpszelet érin­
tői, — melynek sugarai koinczidáló egyenesek képei, általában 
negyedrendű reguláris sereget ábrázol. Az P sugársor­
nak ugyanis a [CJ, |Ca| sugárpontokban két projektiv másod­
rendű síksor felel meg, melyek az ábrázolt reguláris sereget 
alkotják.
A koinczidáló pontok a reguláris felület kettős vonalának 
pontjai. Azok a koinczidáló pontok, melyeknek képei az P 
kúpszeleten vannak, a reguláris felület kuszpidális pontjai.
35. Ha az I. esetben az P kúpszelet a IP kúpszelettel azo­
nos, akkor \P\ a koinczidáló görbe érintői alkotta kifejthető 
negyedrendű felületet ábrázolja.
Ha pedig a IP és P kúpszeletek kölcsönös helyzete olyan, 
hogy minden pontja egy-egy olyan háromszög csúcsa, mely 
k- kúpszeletbe be van írva s egyúttal P köré van írva, akkor 
a negyedrendű reguláris seregnek egy vezér-egyenese van. Ha 
a Cj ponthoz tartozó háromszög CtL 1M1, akkor a reguláris se­
reg g vezető egyenesének első képe A negyedrendű
reguláris felületet ugyanis a [C^A/.,] sík a \CtL SJ,
Aj.l/jj koinczidáló egyenesekben és a j  vezető egyenesben 
metszi. De akkor a g egyenes első képe a képsík LptíJ egye­
nesébe esik, mert a [CjLjMJ sík összes egyeneseinek első 
képe ebbe az egyenesbe esik (1 1 . ábrái
Épen ilyen módon megszerkesztjük a g egyenes második 
képét: g"=\L^Mt\.
36. Ha az P kúpszelet a II. esetben a v czentrális tengelyt
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érinti, akkor a negyedrendű reguláris sereg egy harmadrendű 
reguláris seregre és az cu síkra válik szét. Ha az to síktól el­
tekintünk, úgy mondhatjuk, hogy Z* egy harmadrendű regu­
láris sereget ábrázol. A harmadrendű felület kettős egyenese 
az u koinczidáló tengely. A harmadrendű reguláris seregnek 
van egy g vezéregyenese. Ha a CtLtMt háromszög (12. ábra)
az P kúpszelet köré van írva, akkor ■<7'= |L 1.M1| a g egyenes 
első képe. A [C^Ljíl/J sík ugyanis a harmadrendű felületet a 
jCjLjI és LjMjI koinczidáló egyenesekben és a g vezéregyenes­
ben metszi. De az utóbbinak első képe a képsik egye­
nesével egybeesik, mert a [CjLpWJ sík minden egyenesének 
első képe jLjMJ. Épen ilyen módon megszerkesztjük a </ egye­
nes második képét: g " ^ \L iMi \.
37. Ha a III. esetben az P kúpszelet a képsík vt , vs ten-
11. ábra.
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gelyei egyikét érinti, pl. t^-et, akkor a negyedrendű reguláris 
sereg egy harmadrendű reguláris sereg és az o)t síkra válik 
szét. Ebben az esetben a vt koinczidáló tengely a harmad­
rendű felület kettős egyenese és a vt koinczidáló tengely a 
vezéregyenese.
Ha azonban f2 a képsik vt és egyeneseit egyszerre érinti, 
akkor a negyedrendű reguláris sereg az wlt síkpárra és
egy másodrendű reguláris seregre válik szét. Az utóbbinak a 
i \ , v2 koinczidáló tengelyek vezéregyenesei.
Az ábrázolás III. esetében e szerint az ábrázolás kongruen- 
cziája kétféle másodrendű reguláris sereget tartalmaz. Ugyanis 
van oo2 olyan, melyeket elsőrendű sugársorok és °o8 olyan, 
melyeket másodrendű sugársorok (másodosztályú görbék) ábrá­
zolnak.
38. A CJ, le j  sugárpontok alkalmas választása és azoknak 
a képsíkra való megfelelő kollineár leképezése folytán, minden
12. ábra.
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másod-, harmad-, vagy negyedrendű reguláris sereg (felület) egy 
P másodosztályú görbével ábrázolható.
Ezzel e seregek és felületek igen egyszerű ábrázolását nyer­
jük, melynek segítségével a rájuk vonatkozó szerkesztések is 
kényelmesen elvégezhetők. Ezek részletezésére e helyen nem 
óhajtok kitérni.
39. Egy kúpszeletsereg egy reguláris seregsort — felület­
sort — ábrázol, mely sorhoz tartozó seregeknek, felületeknek, 
közös kettősvonaluk van. E felületeknek e közös kettősvonalu­
kon kívül még négy közös sugaruk is van, melyeknek képei a 
kúpszeletsereg valamennyi elemét érintik.
Az ábrázolás kongruencziájában foglalt valamely másod­
rendű reguláris sereg, melyet egy T\ elsőrendű sugársorral 
ábrázolunk, a seregsor minden elemével két közös sugara van. 
E sugarak képei azok az érintők, melyeket a T  pontból a 
reguláris seregnek megfelelő kúpszelethez húzhatunk. De a 
kúpszeletseregekre vonatkozó egyik alaptétel szerint a T  pont­
ból a sereg kúpszeleteihez húzott érintőpárok egy involuczió 
elempárjai. Ebből következik;
Az elsőrendű sugársorral ábrázolt másodrendű reguláris 
seregek sugarai a reguláris seregsor elemei által párosával 
vannak egymáshoz kapcsolva, még pedig egy involuczió elem­
párjaivá.
Vagy más szóval:
A reguláris felületsor elemei az elsőrendű sugársorral ábrá­
zolt reguláris másodrendű felületet két-két oly alkotóban met­
szik, melyek egy involuczió elempárjai.
J) H arm adrendű térgörbék.
40. A jCjj, |C3| sugárpontok alkalmas választása és a kép­
síkra való megfelelő kollineár leképezése által, minden harmad­
rendű térgörbét koinczidenczia görbévé tehetünk. E czélból a 
Ct és C2 pontokat a lcs görbén veszszük fel és a |C,|, |C4| 
sugárpontokat a /c8 görbe pontjai révén hozzuk egymással kol-
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lineár vonatkozásba. E két sugárpontot azután olyan formán 
hozzuk a képsíkkal is kollineár vonatkozásba, hogy két meg­
felelő sugárnak, mindig egy és ugyanaz a pont feleljen meg. 
Ezzel kapjuk a kívánt ábrázolást.
Ebből következik, hogy az ábrázolás első esetét a harmad­
rendű térgörbék tulajdonságainak vizsgálatánál és a rájuk vo­
natkozó szerkesztések elvégzésénél, igen czélszerűen felhasz­
nálhatjuk.
Emez alkalmazások közül csak kettőt óhajtok itt felemlíteni.
41. Meghatározandók valamely k3 harmadrendű térgörbe 
ama simuló síkjai, melyek a tér valamely P  pontján át­
mennek.
Legyenek a k8 harmadrendű görbének, mint koinczidáló 
görbének, az egybeeső képei a /í2 kúpszelet (13. ábra), a P  pont 
képei pedig P', P " . Vegyünk most fel a k3 görbén egy C3 
pontot és transzformáljuk erre vonatkozólag a P  pontot. így 
nyerjük a P  pont P "  harmadik képét. Ha Cs a keresett simuló 
síkok egyikének simuló pontja volna, akkor P"'-nek a k2 kúp­
szelet C3 pontjához tartozó s'" érintőjén kellene lenni.
Ebből következik, hogy tulajdonképeni feladatunk ama C3 
pontoknak a meghatározása, melyekre nézve a P "  pont a 
megfelelő s'" egyenesen van.
A (/ca)= (C3Cg ’ . . . )  másodrendű pontsornak egyrészt a 
(P '"P;"P’" . . . )  elsőrendű pontsor, másrészt a |/c2| =  |s"'si"s"'. . .  | 
másodrendű sugársor felel meg, melyek a (&a) másodrendű 
pontsorral s így egymással is projektívek. Ugyanis
.s'"s"'s"' • • ■ | A  (Q C ^ C f . . . )  A  . . . )  A  |Ca . MMtMt . . .  |
A (P'"P"P3 . . . ) .
E szerint a (P'"Pj"P3". . . )  pontsor ama pontjait kell meg­
határoznunk, melyek rajta vannak a vele projektív |s'"s'í'sá" . . .  | 
sugársorban nekik megfelelő sugarakon.
Ismeretes azonban, ha az említett pontsor nem minden pontja 
van rajta a vele projektiv másodrendű sugársor megfelelő 
sugarán, — a mit itt kizártnak kell tekinteni, — akkor a
348 PRIVORSZKY ALAJOS.
pontsornak legföljebb három, de legalább egy ilyen pontja 
van. Hogy eme pontokat miképen határozzuk meg, a projektiv 
geometria elemeiből ismeretes.1
42. Valamely k3 harmadrendű térgörbe három pontjához 
tartozó simuló síkjainak metszéspontja — m int ismeretes — 
a három simuló pont síkjában van.2 Itt be akarom mutatni, 
miképen lehet módszerünket a tétel bebizonyítására felhasz­
nálni.
Legyenek a a1, <rs, <x3 simuló síkok Ct , Ct , C3 simuló pont­
jai egyúttal az ábrázolás czéljaira szolgáló jCJ, |CS|, |C3| sugár­
pontok középpontjai (14. ábra).
A ax sík pontjának első képei az s'x érintőn, a <r2 sík pont­
jainak második képei az s, érintőn, a a3 sík pontjainak har­
madik képei az s3" érintőn van. A sik pontjainak
első képei a |CaC3|= í',  második képei a IQ C ^ f" , harmadik 
képei pedig a egyenesen vannak.
1 Reye i. m. I. Abt. 129. old. (III. kiadás 1886.)
-  Reye i. m. II. Abt. 208. old.
13. ábra.
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Az (s'j, t')= P ', (s",, t")=P", (s'g', t" ')= P "  pontok a Pascal- 
féle tétel szerint egy egyenesen vannak. Egyúttal eleget tesz­
nek ama feltételeknek, hogy egy P  pontnak a C ,, C2, C3 pon­
tokra vonatkoztatott képei legyenek. Ez a P  pont azonban a
a1, <x2, <r3 simuló síkok metszéspontja, mert P ' az sj, P"  az 
s", P "  az s'8" egyenesen van. De ez a P  pont a r síkban is 
van, mert P' a t', P"  a t", P '"  a t'" egyenesen van.
Ezzel a tétel be van bizonyítva.
14. ábra.
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K) A horopter elméletéhez. '
43. Legyenek Ct és Cs a szemünk optikai középpontjai. 
A \Ct\, CJ sugárpontok között rokonságot létesítünk azáltal, 
hogy azokat a sugarakat tekintjük megfelelőknek, melyek a két 
retinát megfelelő pontokban metszik. H elmholtz szerint fel­
tesszük, hogy az ilyen módon egymásra vonatkoztatott két 
sugárpont kongruens.
Az ábrázolás czéljaira ezt a két kongruens sugárpontot is 
felhasználhatjuk. Ezeket a képsikkal kollineár vonatkozásba 
hozzuk, olyanformán, hogy a megfelelő sugaraknak a képsík 
egy és ugyanaz a pontja feleljen meg.
Szemünk bármely beállításánál a koinczidáló pontok geo­
metriai helye a horopterrel azonos. A horopter ama pontok 
geometriai helye, melyeknek képei a két retina megfelelő pont­
jaira esnek. A horopter pontjait csak egyszerűen látjuk, mig 
a tér többi pontjait kettősen.
De a koinczidáló pontokon kívül az involutorikus pontok­
nak is van fiziológiai jelentőségük. Az ilyen P, Q pontok egyiké­
nek az egyik szemben levő képe és másikának a másik szem­
ben keletkező képe a retinák megfelelő pontjaira esnek. A P  pont 
minden egyes képe tehát a Q pont egy-egy képével a tudat­
ban egységes érzet alakjában egyesül. Ha ilyen két pont kü­
lönböző színű, egyszinüeknek látszanak. Ha pl. az egyik kék, 
a másik sárga volna, mind a kettőt zöldnek látnok. Ilyen mó­
don az involutorikus felület, mely általában másodrendű regu­
láris felület, is nyer fiziológiai jelentőséget.
Ha egy zárt vonallal az involutorikus felület egy részét ha­
tároljuk, akkor e vonal pontjainak konjugáltjai a felület egy 
másik részét határolják. Az egyik felületrész minden képe a
1 A horopter elméletéről és irodalmáról felvilágosítást nyújt a követ­
kező munka :
Dr. Walter Ludwig : Die Horopterkurve mit einer Einleitung in die 
Theorie der kubischen Raumkurve. Halle a. S. 1902.
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másik felületrész másik képével egy érzetben egyesül. Ha e 
felületrészek különböző színűek, úgy azokat egyszinűeknek 
láljuk.
Hogy ez mennyire felel meg a tényeknek, azt eddig — tud­
tommal — még nem vizsgálták meg. Érdekes volna emez ered­
ményeket kísérletileg igazolni. Meg kell azonban jegyeznünk, 
hogy ezek a következtetések csak megközelítéseknek tekint­
hetők, a mennyiben H elmholtz feltevései is csak ilyen meg­
közelítések.
Dr. Privorszky Alajos.
A FÖLDFELÜLET ERŐLTETÉSl VONALAI.1
A földfelületi képződmények kísérleti utánzása a múlt század 
elején vette kezdetét. J. Hallí illeti meg e téren az elsőség, 
utána főleg D aubrée és Bailey Willis szereztek érdemeket. 
Néhány éve váratlan segítség érkezett a physikai földrajz szá­
mára a franczia tüzérség ágyúpróbáiban, a melyekkel kap­
csolatban Hartmann a geographus számára fölötte érdekes 
eredményekről számol be. Ugyancsak kísérletileg, de a mellett 
elméletileg is foglalkozott az erőltetési vonalakkal Rejtő; ered­
ményei fölötte tanulságosak nem csak a mechanika, hanem a 
geológia és geographia szempontjából i s ; 2 a tünemény mathe- 
matikai tárgyalása R éthy3 munkáinak köszönhető. Jelen érte­
kezés czélja szembe állítani a kisérletileg előállított és a ter­
mészetben megfigyelt tüneményeket, továbbá oly erőt keresni, 
a mely alkalmas arra, hogy a Föld felületén hasonló alakulá­
sokat létre hozhasson. A kísérletek leírásában főkép Hartmann 
munkája szolgál alapul; a tünemény magyar elnevezése az 
«erőltetési vonal» RÉTHYtől származik.
I. K í s é r l e t e k .
Hartmann különböző alakú, többnyire aczélból készült tár­
gyakat mindenféle igénybevételnek, ú. m. húzásnak, nyomás­
1 Előadatott a Társulat 190!) febr. 4-iki ülésén.
2 «Az elméleti mechanika néhány alaptétele», továbbá «Enquéte sur 
la fatigue des métaux», a «La Technique moderne» 1910. évfolyamában.
3 «A fémek erőltetési vonalairól». Math, és Term. Tud. Értesítő 1909. 
és 1910.
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nak, csavarásnak, nyírásnak stb. vetett alá. A földfelület szem­
pontjából főleg a húzás és nyomás diagrammjai érdekesek, 
egyrészt mert ezek hasonlítanak leginkább a természetben elő­
forduló alakokhoz, másrészt mert ilyen erőket találhatunk leg­
könnyebben a hegyképződés magyarázatára.
Homogén és isotrop testeknek az erő irányába eső felületén, 
akár húzás, akár nyomás hatása alatt, úgy a rugalmassági 
határon innen mint azon túl, két szabályos, egymást keresz­
tező párhuzamos vonal-rendszer keletkezik, a melyek mind­
egyike az erő irányával ugyanazt a szöget zárja be. Az így 
kifejlődött vonal-rendszerek sík lapokon párhuzamos egyene­
sekből, henger-felületen spirálisokból, gömbön loxodromákból
állanak. A kifejlődés ritkán teljes; az igénybe vett test fölü- 
letén rendszerint maradnak deformálatlan mezők. Az is elő­
fordul, hogy az egyik rendszerhez tartozó vonal a másik rend­
szerében folytatódik. (1. ábra.) Az igénybevétel fokozása egy­
részt a már meglevő vonalak kiszélesedését, másrészt új 
vonalak alakulását vonja maga után. Az új vonalak szintén 
az eredeti rendszerben helyezkednek el. Egészen homogén 
fémben, a milyen pl. a vörös réz, a deformatiók irányában, a 
kísérlet egész tartama alatt semmiféle változás nem fordul elő.
Vékony lemez húzása alkalmával egy-egy vonal-nyaláb szélein 
behorpadás észlelhető. (1 . ábra mm.)'1
1 A húzás erősbbödésével a vonal-nyalábok egyetlen rendszert alkot­
nak, a melyet a két oldalon egy-egy horpadás szegélyez.
1. ábra.
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Az erő irányára merőlegesen húzott egyenest az erőltetés) 
vonalak kitérítik útjából s tört vonallá alakítják át (Cnd 2 . ábra 
bal oldala). Erősebb igénybevétel hatása alatt keletkezett több 
erőltetési vonal, a melyek egész nyalábot alkotnak, görbe 
vonallá alakítja a föntebb említett egyenest (pq 2 . ábra jobb 
oldala).
Az erőltetési vonalaknak az erő irányával bezárt közös szöge 
független a test méreteitől, csupán az anyagtól s annak szer­
kezetétől függ. A vonalak iránya a húzás vagy nyomás sebes­
ségétől sem függ ; 1 a sebesség befolyása mindössze abban 
nyilvánul, hogy növekedésével a vonalak száma csökken.
Az erő irányára harántos bevágás ellensúlyozhatja, sőt tel­
jesen megakadályozhatja az erőltetési vonalak alakulását.
Ha a vékony lemez igénybevételét megszüntetjük s a rajta 
képződött vonalrendszert eltörüljük, azután a lemezt újabb 
igénybevételnek vetjük alá, ugyanolyan körülmények közt, mint 
előbb, új vonalak csakis azon megterhelés túllépése után 
alakulnak, a melyet előbb alkalmaztunk, vagyis a fémlemez 
újabb rugalmassági határán túl. Az új hálózat a réginek helyét 
foglalja el (csakis vékony lemezeken), de annál sokkal kevésbbé 
éles képet ad; az erő. növekedésével ugyanazt a kifejlődéstéri 
el, mintha az igénybevétel nem szakadt volna meg, de mind­
végig elmosódott marad.
Ha a lemezt oly köralakú lyukak szakítják meg, a melyek-
1 Az ütés (rántás) ne^anolyan eredményt hoz létre, mint a lassú nyo­
más (húzás).
2. ábra.
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nek középpontja a lemez középvonalába esik, akkor a hálózat 
ugyanúgy alakul, mint folytonos felületen; csak azonkívül még 
harántos hasadások is alakulnak.
A vonalak élessége és az erő irányával bezárt szöge az 
anyag physikai állapotának függvénye és jellemzője. A hálózat 
annál sűrűbb, minél nagyobb az illető anyag rugalmassági 
határa. Pl. az edzett (trempé) aczélon szakadozott és alig lát­
ható vonalrendszer keletkezik, míg az utánaeresztett (recuit) 
aczélon a zónák szélesek és tágasak.
A vörös izzáshoz közel álló hőfoknál is ugyanolyan vonal­
rendszerek képződnek, mint normális hőmérsékletnél, de a 
hálózat kevésbbé szoros és nem olyan éles.
Az összes kísérleteknél a törés vagy az erőltetési vonalak 
mentén, vagy a hosszirányra merőlegesen megy végbe; gyak­
ran a két eset combinatiója áll elő.
Az igénybe vett test fölületén előfordulnak szabálytalan 
vonalak is, a melyek semmiféle törvényt nem követnek; eze­
ket igen könnyű megkülönböztetni a szabályos rendszerektől-
A hirtelen lehűtött (trempé) testek felületén ugyanoly tüne­
mények észlelhetők, mint a milyenek húzás vagy nyomás hatása 
alatt keletkeznek.
A húzás hatása alatt keletkezett erőltetési vonalak a ten- 
gelylyel mindig 45°-nál nagyobb szöget zárnak be, a nyomáséi 
45°-nál kisebbet; ugyanazon anyag számára a két szög 90°-ra 
egészíti ki egymást.
Egészen szabályos hálózat csakis úgy érhető el, ha a nyomás 
egyenletesen és merőlegesen oszlik el a két alapfelületen. 
Ehhez szükséges, hogy a két alap szigorúan párhuzamos és 
lehetőleg tökéletesen csiszolt legyen. Az alkalmazott hydraulikus 
sajtónak szorosan hozzá kell simulnia az alap felületéhez, 
annak egész terjedelmében stb. Ez elővigyázati intézkedések 
hijján a támadó felületek közelében s velük párhuzamosan is 
keletkeznek vonalak, a rendes hálózaton kívül. Az alapokkal 
párhuzamos és a ferde vonalrenszerek teljesen függetlenek 
egymástól; kölcsönösen keresztezik egymást, a nélkül, hogy a
Mathematik»! ós Physikai Lapok. XIX. 26
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találkozó pontokban bármelyiküknek irányán a legcsekélyebb 
változás volna észlelhető.
Gömbök összenyomása alkalmával az előbb leírtaknak telje­
sen megfelelő vonalrendszerek keletkeznek. Ha bármely erői-
tetési vonalnak egy tetszőleges pontjá­
ban (M 3. ábra) az érintőjét megraj­
zoljuk, ez az egyenes, az ugyanazon 
pontban emelt meridián-érintővel ugyan­
azt a ß szöget zárja be, a melyet 
vékony lemezen, hasábon és hengeren 
láttunk. A hálózat itt is egymást ke­
resztező két vonalrendszerből áll. A fön­
tebb mondottak szerint a gömb eről- 
tetési vonalai loxodromák, a melyeknek 
egyenlete :
<p =  tg ß lg tg y  ,
a hol <p az M  ponton átmenő meridián és az M  ponton át­
menő erőltetési vonalnak az Egyenlítővel való metszéspontján 
keresztülhaladó meridián hosszkülönbsége, 6 pedig a gömb 
középpontjából M-hez húzott sugár és a nyomó erő iránya 
közt bezárt szög (a fr. szélesség pótszöge), ß definitióját fön­
tebb adtuk. (3. ábra.)
Hartmann szerint valamennyi forgási test ugyanezt a tör­
vényt követi.
A loxodromikus vonalak kizárólagos megjelenése csakis az 
esetben következik be, ha a forgási testnek két oly parallel 
sík lapja van, a melyeknek sugara legalább fele a legnagyobb 
keresztmetszet sugarának s a nyomás e két parallel-felületen 
egyenletesen oszlik meg.
Ha teljes gömbbel, két egymás közt parallel érintő felület 
segítségével két pontban közöljük a nyomást, akkor a loxodro- 
mákkal egyidőben, az érintő felületekkel parallel kisebb körök 
mentén is keletkeznek vonalrendszerek, de csakis a sarkok 
közelében; az Egyenlítő környékén egyáltalában nem jelent­
3. ábra.
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keznek. Discontinuitás épen úgy észlelhető rajtuk, mint a 
loxodromákon; elhelyezkedésük s jellemző tulajdonságaik ugyan­
olyanok, mint az egyenetlenül 
nyomott prismákon megjelenő 
vonalaké. (4. ábra.)
Mindezek a szabályosságok csak 
egyenletesen eloszló nyomás ha­
tása alatt, homogén testeken ke­
letkeznek ; hogy az egyenetlensé­
gek mily szabálytalan vonalakat 
hoznak létre, azt az 5. ábra mu­
tatja.
Az erő növekedtével a loxodro- 
mák mentén hasadások támad­
nak, a melyek az Egyenlítő kör­
nyékén a legszélesebbek. Előfor­
dulnak még hasadások oly kúpok vagy csonka kúpok mentén, 
a melyeknek alapja a támasztó felület, alkotójuk pedig ß szö­
get zár be az erő irányával. (6 . ábra.)
Ha az anyag lágy, a vonalakat a szomszédos részecskék 
betöltik oly mértékben, a mint az erő növekszik s ez esetben 
nem lehet eltörni a gömböt vagy 
hengert, a mely tekintélyes meg­
rövidülést bír el, csak a geome­
triai alakot változtatva, rugal­
massági erők kifejtése nélkül.
A kísérletek a közönségesnél 
magasabb hőmérsékletű testekre 
is kiterjedtek; egyes tárgyakat 
100°, 200°, 300c s még magasabb 
hőfokra is fölmelegítettek.
Valamennyi esetben meg volt állapítható, hogy a defor- 
matiók hasonlók voltak azokhoz, a melyek a közönséges hő­
mérsékletű testek felületén mutatkoztak; a vonalak irányában 





hető ; azonban a kép annál kevésbbé éles, minél magasabb a 
hőmérséklet a kísérlet végén ; 1 nevezetesen, ha a nyomás a 
vörös izzásnál ér véget (au rouge ä peine naissant), a csavar­
vonalas hálózat milliméternél szélesebb szallagokból áll, a 
melyeknek denivellatiója a környezethez képest igen csekély; 
a meggyszinnél már észre sem vehető.
A plasticus testeknél hasonló jelenségek észlelhetők, mint 
a mereveknél, csak az eljárás körülményesebb. Hartmann oly
anyagot alkalmazott, a mely 
nagy rugalmas deformatiókat 
képes elszenvedni, aránylag 
csekély erő befolyása alatt; 
ezt a testet bekeni vékony 
plasticus anyagú réteggel. A 
plasticus test, képtelen lévén 
rugalmas deformatióra, elsza­
kad, mihelyt az őt támogató 
test alakját megváltoztatja; az 
így keletkezett szakadások 
ugyanazon törvényszerűsége­
ket mutatják, mint a melyeket a 
fémek igénybevételénél láttunk.
Nyomás esetében, Hartmann szerint, legalkalmasabb oly 
gummi-hengert választani, a melynek magassága nagyjából 
egyenlő az átmérőjével s ezt a hengert vékony olvasztott 
stearin-réteggel bevonni. A hengert akár kézzel gyöngéden 
összenyomva, a stearin-rétegen szabályos helix-hálózatot idéz­
hetünk elő. Akár üres, akár teljesen kitöltött, hasonlóképen 
stearinnal bevont gummigömbön, loxodromák szerint elhelyez­
kedő törésvonalak keletkeznek.
Hasonló eljárás alkalmazható a húzásra. Ha egy, körülbelül 
2 0  mm. széles, elég vékony gummi-szallagot stearinnal be­
vonunk és csak néhány mm-rel megnyújtjuk, a stearin-réteg
1 A hőmérséklet legmagasabb a kísérlet elején.
6. ábra.
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már a szabályos hálózatot mutatja. Ugyancsak sikerül ez a 
kísérlet kézzel húzott hengerekkel is ; megjelen rajta a helixek 
tisztán látható hálózata, bár ugyanakkor szabálytalan vonalak 
is jelentkeznek, a melyek azzal magyarázhatók, hogy a plasticus 
anyag nem tapad egyenletesen a gummihoz.
A plasticus anyagokkal való kísérletezésben Hartmann! jóval 
megelőzte Daubrée, a ki a Föld felületén előforduló törés­
vonalakat akarta kísérleti! eg előállítani. Daubrée oly anyagot 
használt, a mely pép-keverékből, méh-viaszból és enyvből 
állott. Ebből az anyagból készült prismákat hydraulikus sajtó 
alá helyezett. A nyomás hatása alatt a prismán egy nagy 
hasadás jelentkezett, a mely a felső élek egyikétől indul ki, 
fokozatosan növekszik s végre eléri az ellentett oldalt, a mivel 
háromszögű prismát hasit le az eredeti hasábból. Az egyik 
alsó éltől szintén kiindul egy hasadás, a mely az elsőhöz képest 
symmetrikusan helyezkedik el s ott végződik, a hol az elsővel 
találkozik. A nagy hasadásokon kívül valamennyi oldalon finom 
kis barázdák jelentkeznek, ugyanolyan elrendezésben, mint a 
fémek erőltetési vonalai. E bevágódások igen keskenyek; néme­
lyikük oly finom és szabályos vonal alakjában tűnik elő, mintha 
vésővel rajzolták volna őket. A kis barázdák párhuzamosak a 
két nagy hasadással s sűrű hálózatot alkotnak.
Nagyítóval vizsgálva, a jól látható barázdák között, még 
finomabb vonalak különböztethetők meg, a melyek szigorúan 
párhuzamosak az előbbiekkel s azoknál nem kevésbbé sza­
bályosak.
Az így összehasadozott tömeg hasábokra morzsolható.
Daubrée megjegyzi, hogy a metszési szögeknek 90° felé 
tartó tendentiája, a mely a kísérleteknél mutatkozik, a termé­
szetben is észlelhető. Szerinte a főhasadások a törésvonalak­
nak felelnek meg, a finomabb barázdák pedig a sziklák réteg­
ződésének.
Hartmann üres testekkel is kísérletezett, a melyek közül 
csak összenyomott hengert mutat be. Az üres hengert két sík 
lap közé fogja s az összenyomás alkalmával a következőket
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tapasztalta: Compressio-vonalak keletkeznek a, b, c, d-ben, 
extensio-vonalak m, n, p, </-ban. Ha a henger lapultsága már 
jelentékeny, akkor semleges vonalak jelentkeznek a Z-vel jelölt 
helyeken. (7. ábra.)
A földfelület kialakításában talán a hasadásoknál is nagyobb 
szerepet játszanak a ránczolódások. Ezeket szintén sikerült 
kísérletileg utánozni s e téren ugyancsak Daubrée szerzett nagy 
érdemeket. Utána Bailey WiLLisnek sikerült még tökéletesítenie 
a kísérleteket. Daubrée fém- és agyag-lemezekkel, B. W illis
különböző, egymás fölé rakott 
rétegekkel kísérletezett. Sike­
rült is utóbbinak az Appala- 
che-ok összes ránczait előállí­
tani, de a komplikáltabbakat 
csak úgy, hogy az összenyo­
mandó rétegeket két irányú 
nyomásnak vetette alá.
Különösen fontosnak tart­
juk annak hangsúlyozását, hogy 
az alkalmazott erők iránya, 
úgy a ránczvetés, mint a ha­
sadások előállítása alkalmával 
mindig megfelelt a Földön ható tangentialis erőknek. A rán- 
czokra vonatkozó kísérletek rövid foglalata majd minden geo­
lógiai kézikönyvben megtalálható; a részletesebb ismertetést 
Daubrée1 2 és Bailey Willis'" munkái nyújtják.
II. M egfigyelések .
A Föld hegyeinek kialakulásában két typusnak jutott fő­
szerep : A hasadásoknak és a ránczolódásoknak. 1
1 D aubrée : Etudes synthétiques de géologie expérimentale. Paris, 1879.
2 Bailey W il l is : The mechanics of Appalachian structure. U. S. Geol. 
Surv. An. Rep. XIII. 1891—92. part. 2.
7. ábra.
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A hasadások magukban véve nem lennének földátalakító 
tényezővé; csak a felületen ható erőkkel együtt működve vál­
nak azzá. A legtöbb hasadás oly keskeny, hogy közönséges 
mechanikai megfigyeléssel észre sem vehető. A geológus is 
csak úgy állapíthatja meg létezését, ha ismeri az egymás mel­
lett fekvő rétegek korát és egymáshoz képest elfoglalt hely­
zetét. A törés mentén ugyanis a rétegek elcsúsznak és külön­
böző korú rétegek kerülnek egy szintbe. Gyakran előfordul, 
hogy valamely hasadás két oldalán a lapok egészen egy­
máshoz érnek s csúszás közben lecsiszolják egymást, néha 
egészen tükörsima felü leteket alkotva. A hasadás síkja gyakran 
nem esik bele a vertikálisba, hanem azzal szöget alkot. Sík­
juknak a földfelülettel alkotott metszésvonala a legtöbb eset­
ben nagyjából egyenesnek mondható, bár a domborzati viszo­
nyok a sík hasadásnak a felülettel való metszési vonalát el­
görbítik. Egyenesnek vettük a metszési vonalat azért, mert a 
legtöbb hasadás, hosszúságban is oly csekély kiterjedésű, hogy 
a legnagyobb kör ive azon a kis darabon egyenesnek tekint­
hető. Eloszlásuk korántsem olyan szabályos, mint a Hartmann 
loxodrómáié, a melyeket homogén aczél-gömbökön állított elő, 
vagy akár a Daubrée viasz-prizmáján előtűnt egyenesek. Viszont 
sokkal szabályosabbak, mint az ugyancsak Hartmann kísérletei 
közt látható görbe vonalak, a melyeket ő nem homogén lapon 
idézett elő.
A hasadások hegy-alkotó jelentőségét azok a verticalis el­
tolódások adják meg, a melyek a hasadások mentén végbe­
mentek. Ezekkel itt fölösleges foglalkoznunk, bármely geológiai 
kézikönyv elegendő felvilágosítást nyújt róluk. Annyit azonban 
hangsúlyoznunk kell, hogy a Föld több helyén előforduló 
széles és mély árkok (pl. a Vörös-tenger medenczéje) iránya 
nem esik össze szükségképen a hasadások irányával. A hasa­
dások közt levő területek beszakadása alkotja az árkot s a 
beszakadt kéreg-daraboknak egymás mellé sorakozása szabja 
meg az árok irányát.
A hasadások elrendeződése igen különböző; gyakran csak
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egyes vonalak vannak kifejlődve, a melyek egymást el sem érik, 
vagy néhol keresztezik egymást. Talán mégis leggyakoribb a 
rombusos elrendezés, valóságos sakk-tábla alakjában; csakhogy 
a mezők nincsenek egy niveauban, hanem némelyek többé- 
kevésbbé lesülyedtek, mások fönmaradva hegyeket alkotnak.
A kísérletileg előállított erőltetési vonalakhoz abban is 
hasonlítanak, hogy a földfelületnek csaknem minden ismeretes 
részén feltalálhatók, úgy a táblás elrendezésű, mint a gyúró­
dott területeken. A közrefogott rombusok területe igen külön­
böző : ismeretesek Közép-Európában több km2-t kitevő területek, 
egyes sziklákon pedig egész apró négyszögek is. Ezeket, mint 
föntebb láttuk, Daubrée is tapasztalta az ő viasz-prizmáján.
A földfelülettel alkotott metszésvonalak irányán lehetetlen 
észre nem venni bizonyos szabályosságokat, a melyekkel szem­
ben viszont igen sok ellenmondást találunk. Hajlandó vagyok 
általános főirányokul a HARTMANN-féle loxodromákat tekinteni, 
oly módon, hogy azok a csillagászati meridiánokra vonatkoz­
zanak és az ezektől való eltéréseket a földkéreg heterogénéitá- 
sának tulajdonítani. Hogy ez elfogadható-e, annak megítélése 
a geológusok föladata.
A két vonalrendszertől bezárt szög a legtöbbször közel esik 
a derékszöghöz s a vonalak a meridiánhoz legtöbbször átlag 
45° szög alatt hajlanak. Az eddigi megfigyelések alapján gon­
dolni sem lehet annak eldöntésére, vájjon e szögek húzó vagy 
nyomó erő hatásának felelnek-e meg.
A vonalak irányát a mellékelt ábrák és térképek minden 
szövegnél kifejezőbben mutatják. Némelyik, mint a Balaton 
melléke (8. ábra), a Thüringerwald, (lásd H aug: Traité de 
Géologie 246. 1.), egyenesen követeli a meridián mentén ható 
erő föltevését; mások annak határozottan ellentmondanak. 
(Bánon, Basses-Alpes, 1. Haug i. m. 225. 1.)
Az ellentmondások súlyát jelentékenyen csökkenti két körül­
mény. Az egyik a kísérleteknél látott eredmények, a melyek 
igen nagy szabálytalanságot mutattak, mihelyt a kísérleti tárgy 
nem volt homogén. Senki sem tételez fel a földkéregről olyan










































homogeneitást, mint egy laboratóriumban gondosan kikészített 
aczélgömbről. A másik «enyhítő körülmény» az a rendkívüli 
nehézség, a melylyel a törésvonalak megállapítása jár s a 
melyhez hozzájárul a megfigyelések csekély száma.
A hasadások mellett a ránczoknak van kiváló jelentőségük 
a földfelület alakulásában. Sokkal feltűnőbbek és tömegesebbek 
is az előbbieknél. Legnagyobb hegységeink, pl. a Kárpátok, 
Alpok, Himalaya, Cordillerák stb. mind ránczolódások. Míg 
azonban hasadások a Földnek csaknem minden ismeretes 
részén előfordulnak, a ránczok aránylag jóval csekélyebb terü­
letre szorítkoznak. Túlnyomó részük két vonal mentén sora­
kozik ; egyik a pacificus, másik a mediterrán systéma. Elren­
deződésüket a mellékelt térkép mutatja. A pacificus rendszer­
ben az észak-déli, a mediterránban a kelet-nyugat irányú 
hegylánczok dominálnak. (9. ábra.) A térképen vastag vonallal 
húzott két legnagyobb kör Montessus de Ballore köreit mutatja; 
szerinte ezek mentén fordul elő a földrengések 96%-a. A sta­
tisztikai úton megállapított tényhez magához is szó fér, dyna- 
mikai megokolását eddig meg sem kísérelték.
A szabályosságnak és a rendszertelenségnek csodálatos 
vegyülékét képviseli a lánczhegységek elrendeződése. Lóczy 
szavaival élve a Csendes-oczeán partvidéke a Föld legszebb 
harmóniája. Valóban nem találunk a Földön ennél harmoni­
kusabb alakulást, de ennek a szabálytalanságai is oly nagyok, 
hogy csaknem láthatatlanná teszik a törvényszerűségeket. 
A Földön, mint Poincaré mondja, minden erőt csak a többiek­
kel való küzdelemben észlelhetünk. Valamennyin uralkodik a 
Föld részecskéinek tömegvonzása s ebhez képest a többi el­
törpül, de egymáshoz képest mindegyik elég nagy ahhoz, hogy 
a másiknak szabályszerűségét megzavarja, vagy épen észre­
vehetetlenné tegye. Már a czentrifugális erő is oly kicsiny 
a tömegvonzáshoz képest, és oly kevéssé múlja felül a hegy­
alkotó erőket, hogy a lapultságot már nem megfigyelés, hanem  
elméleti levezetés útján ismertük meg. S a mint oly pontos­
ságra tett szert a megfigyelés, hogy a lapultság ki volt mutat-


















































ható, rögtön mutatkoztak a sphaeroidtól való eltérések is. Már 
az eddigi fokmérésekből kiszámított lapultság-értékek közti 
maximalis különbség 17%-ot tesz ki valószínűleg a Himalaya 
s a Tibeti fenföld befolyása alatt. Egy-egy északi és déli sark­
vidéki fokmérés alkalmával hasonló vagy talán még nagyobb 
eltérésre lehetünk elkészülve.
A hegyeknek a síkságok fölé emelkedésénél sokkal nagyobb 
tömegáttételt képvisel a kontinensek és az oczeáni medenczék 
különbsége. Az oczeánok feneke tudvalevőleg legföljebb kb. 
9000 méterrel nyúlik a tenger szintje alá, de közepes mélysé­
gük is kitesz 4000 m-t. A kontinensek átlagos tengerszínfeletti 
magassága csak néhány száz métert tesz ki, (Supan szerint 
700— 800 m.), de ez a 4—5000 m-es szint-különbség koránt 
sem tekinthető elhanyagolható mennyiségnek a lapultsághoz 
képest, a melyet hossz-mértékben 21 km-nek vehetünk (a 
sphaeroid nagy és kis fél tengelyének különbsége). Ehhez képest 
a hegy-alakulással járó tömeg-áttételek csekélynek mondhatók, 
mert a hegységek, mint a föntebbi középmagasságokból is lát­
tuk, aránylag kis részét teszik a kontinensek tömegének. Itt 
azonban az erőnek nemcsak a tömeg-áttétel munkáját kellett 
elvégeznie, hanem az anyag ellenállását is legyőznie.
III. E lm élet.
Ha a Földet a forgási tengely irányában valamely erő össze­
nyomná, akkor nemcsak erőltetési vonalak keletkeznének rajta, 
hanem egyúttal lapultabbá is válna. Az összenyomáshoz hasonló 
jelenséget hozhatna létre a forgási sebesség növekedése is. 
A lapultságnak a forgási sebességgel való összefüggését már 
kétségen kívül helyezte s teljesen megvilágította a tudomány. 
Kísérlet, elmélet, megfigyelés e téren, mondhatni, teljesen födik 
egymást. Hogy a lapultság megváltozásával kétségtelenül együtt 
járó meridiánmenti feszültségek ugyanolyan erőltetési vonalakat 
hoznak-e létre, mint a nyomás vagy húzás, arra vonatkozólag 
még eddig nem végeztek kísérletet s így azt jelenleg legföl-
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jebb per analogiam, vagy elméleti úton lehetne bizonyítani. 
Az elmélet azonban még nem jutott el a gömbi erőltetési 
vonalakig, még csak a síklapú testeknél tart. Ez irányban 
tehát még a jövőben végzendő vizsgálatoktól kell várnunk a 
döntést.
A geophysika terén ellenben már most rendelkezünk annyi 
ismerettel, hogy kimutathatjuk oly erők létezését, a melyek 
a lapultság megváltozását előidézhetik. A lapultság ugyanis 
lényegileg a tengelyforgás sebességétől függ; ez pedig Földünk 
élete folyamán jelentékeny változásokon ment keresztül. El­
tekintve a kétséges összehúzódástól, a mely a tengelyforgás 
gyorsítására vezet, szemeink előtt folynak le a tengerjárás 
tüneményei, a melyek a tengelyforgás lassítását eredményezik. 
Fölösleges visszamennünk a DarwiníóI kimutatott 3— 5 órás 
periódusig, elegendő a jelenlegi napnak egy csekély törtrész­
szel való változását tekintetbe vennünk, hogy olyan feszült­
séget tételezhessünk fel, a mely elegendő legyen a szilárd 
kérgen erőltetési vonalak előidézésére.
Maga a contractió is elegendő volna arra, hogy erőltetési 
vonalakat létrehozzon; ezektől a vonalaktól azonban semmi­
féle szabályosság nem várható s nézetem szerint a földi törés­
vonalaknak már napjainkig megállapított szabályossága is hatá­
rozottan ellentmond a contractió-elméletnek.
Nehezebb, de annál tanulságosabb az elméletek szempont­
jából a ránczok elhelyezkedésének magyarázata. A lapultság meg­
változása, vagy a tengerjárási jelenségek alapjára helyezkedve, 
mondhatjuk csökkenése a Föld egész felületén eloszló, min­
denütt ugyanazon törvények szerint elhelyezkedő törésvonalakat 
követel. Ránczokat szintén előidézhet a lapultság megváltozása, 
de csak igen erős megszorításokkal. A contractiót tekinteten 
kívül hagyva, most a köbtartalmat állandónak tekintjük, a mit 
annál inkább megtehetünk, mert a Föld belsejét az illetékes 
tényezők jelentékeny része cseppfolyósnak tekinti. Ugyanazon 
térfogat mellett a gömbnek van legkisebb felülete, a mint a 
gömbtől távolodik az alak, felülete növekszik, viszont a gömb
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felé közeledő sphaeroid felülete kisebbé válik, a rajta levő 
kéreg kénytelen ránczokba gyúródni, csak úgy mint a contractió 
esetében. A két gyűrődés között mégis lényeges különbség van.
Állandó térfogat mellett a fölület a gömbnél éri el mini­
mumát. Kétséget nem szenved, hogy az Egyenlítő hossza 
szintén. A lapultság csökkenésével az Egyenlítőre merőleges 
irányban ránczok alakulnak. Vizsgáljuk meg, mi történik a 
meridiánnal.
A meridián-ellipszis hosszát az EüLER-féle megoldással szá­
molhatjuk, a mely az ívhosszat kifejező integrált az excentritás 
hatványai szerint haladó sorba fejti:
S - °2na
Az excentricitás és a nagy tengely összefüggését az állandó 
köbtartalom elve adja:
a3 (1—e2)i — C =  constans. (2)
Ha az excentricitásnak (2)-ben kifejezett értékét (l)-be be­
helyettesítjük, akkor a meridián-ellipszis ívhossza számára 
egyváltozós függvényt kapunk.
Az így keletkezett sornak csak első két tagját tartva meg, 
csekély átalakítás után a
f<a) =  - f ( 3a +  £ )  (3)
egyváltozós függvényt nyerjük, a melynek minimumát a
egyenlet szolgáltatja.
(4) szerint f(a )-nak a minimuma ott van, a hol
oü =  | / |  - c
■GS-
1 — 4  =  1> 4  =  0 ,4  vagy e0 =  0,6325.
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Lássuk, mily összefüggésben vannak egymással S  és f(á) 
függvények, Illetve minimumaik.
Ha (2) egyenletből nem e, hanem a értékét helyettesítjük 
be (l)-be, akkor S  és f  (a) számára a következő alakokat nyerjük :
S' = f'(a )—L',
ha f  (a) — 0, akkor
S '= - L ' .  (5)
Mindaddig, a míg 0 < £ < 1 , L '> 0 ; a mikor f '( a )= 0, akkor 
S '< 0 . A míg* f'(á)  negativ, addig S' is negatív. (5)-ből ki- 
tetszőleg S  e-nak nagyobb értékénél éri el minimumát, mint 
f{a). A föntebb talált e0 tehát kisebb annál az ej-nél, a mely 
■S minimumának felel meg.
Hasonló eljárással könnyen találhatunk egy oly e2-t, a mely­
ednél nagyobb. E czélra szolgálhatna pl. egy summabilis hat­
ványsor, a melynek tagjai rendről-rendre kisebbek S  sorának 
megfelelő tagjainál. így két határ közé szoríthatnók azon s1 
értéket, a mely a S  minimumának megfelelő e-t jelzi.
Nekünk azonban a felső határra nincs szükségünk. Már a 
föntebbiekből kitűnik, hogy állandó köbtartalom mellett a 
meridián-hossz (S) minimumát nem a gömb, hanem oly sphseroid 
szolgáltatja, a melynek excentricitása nagyobb a fönt talált s0 
értéknél, s így jóval nagyobb az excentricitás mai értékénél. 
Wodetzky dr. úr szíves volt numerikusán meghatározni a lapult 
és a nyúlt sphaeroid meridián-hosszainak változásait állandó 
köbtartalom mellett a Fröhlich : Mathematikai repertórium 
197. lapján található táblázat segítségével. Számításainak ered­
ményeit a 10. ábra mutatja. Ezekből kitűnik, hogy e0 és st 
közt lényeges eltérés van.
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A föntebbiek szerint a mostani körülmények közt a lapult­
ság csökkenése folytán — állandó köbtartalom mellett — az
10. ábra. A lapult, és a nyúlt sphaeroid m eridián-hosszának változása 
W odetzky szám ításai szerint.
egyenlítőre merőlegesen ránczoknak, a meridiánokra merőle­
gesen tátongó hasadásoknak kellene keletkezniük.
Az egymásnak megfelelő egyenlítő-hosszabbodást és meri­
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dián-rövidülést igen könnyen számításba vehetjük, akár nume­
rikusán is.
Az egyenlítő kerülete
A =  2 na, 
clA 'Inda.
A meridián kerületéül, tekintve, hogy itt csekély lapultságú 
sphseroidról van szó, a (3) egyenletben definiált mennyiséget 
vehetjük, a melyet differencziálva, megkapjuk nagyjában a 
meridián változását a nagy tengely változásának egységében 
kifejezve:
w  =  t (3“ 5 -§-)<*«•
Ha a lapultság csekély, akkor C2= a 6 nak vehető s akkor 
df (a) — — nda = — |  dA. (6)
Ha csak akkora elváltozásokat veszünk tekintetbe, a mekkorák 
a hegységek kialakulásának magyarázatára szükségesek (az 
sequatori sugárnak 30— 100 
km-rel való változása), akkor 
a fenti elhanyagolások számba 
vehető hibát nem okoznak. így 
(6) alapján kimondhatjuk, hogy 
minden sequator-hosszabbodás­
nak félakkora meridián-rövidü­
lés felel meg. Csak 200 km-re 
téve azt az összeszorulást, a 
mit a pacifikus hegyrendszer 
gyűrődése képvisel, a meri­
diánokra merőlegesen összesen
100 km szélességű hasadás-öveket kellene találnunk, a melye­
ket azután később láva tölthetett volna ki. Tekintve azonban 
azt, hogy a meridiánokra merőleges ránczok létezése határo­
zottan megállapíttatott, a hasadásoknak még szélesebbeknek 
kell lenniök.
11. ábra. A gömbi és a minimális me­
ridián-hossz állandó térfogat mellett.
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Vulkanikus kőzetek, a melyek hasadásokon keresztül kerül­
tek a felszínre, tényleg sok helyen találhatók a Föld felületén. 
Eddigi ismereteink alapján azonban korántsem állíthatjuk azt, 
hogy e vulkanikus kőzetek az egész Földet körülfogják. 
A parallelmenti ránczoknak már puszta létezése is ellentmond 
a ránczképződés ilyetén elméletének. Ez vagy azt jelenti, hogy 
a Föld belsejét nem szabad összonyomhatatlannak tekintenünk, 
vagy pedig azt, hogy a gyűrődések nem keletkezhettek lapult­
ság-változás hatása alatt. Úgy látszik, a geográfia mai állása 
mellett egyelőre le kell mondanunk a ránczok és hasadások 
egységes magyarázatáról.
A Föld felületén mutatkozó törésvonalak ellenben már az 
eddig végzett megfigyelések szerint oly szabályosságot tüntet­
nek fel, hogy szinte provokálják a lapultság-változással való 
magyarázatot s azzal kecsegtetnek, hogy a jövendő geológiai 
kutatásoktól az eddigieknek megerősítését várhatjuk. Tisztán 
az erőltetési vonalak alapján próbálkozni a lapultság-változás 
mértékének megállapításával ma még korai volna s ezért nume­
rikus számításoktól egyelőre tartózkodtunk.
Pécsi Albert.
A Mathematikai és Physikai Társulat tizenhetedik 
rendes közgyűlése.
A választmánynak márczius 20-án kibocsájtott meghívójára a Mathe 
matikai és Physikai Társulat XVII. rendes közgyűlését f. évi május hó 
4 én tartotta meg. A kitett névsor több vendégen kívül a következő 
tagok részvételét mutatja k i:
Balog Mór, Bauer Mihály, Benda Jenő, Csemez József, Demeczky 
Mihály, Dietz Lajos, Elekes István, br. Eötvös Loránd, Feichtinger Győző, 
Fekete Jenő, Fraunhoffer Lajos, Fröhlich Izor, Goldziher Károly, Grúber 
Nándor, Hanauer Jenő, br. Harkányi Béla, Hasenauer Jenő, Jánosi Imre, 
Kármán Ferencz, Kelemen Ignácz, Klupathy Jenő, Kopp Lajos, Koscho- 
witz Gyula, König Dénes, Kövesligethy Radó, Kürschák József, Lakits 
Ferencz, Lenkei Lehel, Lévay Ede, Marczell György, Massányi Ernő, 
Mikola Sándor, Nagy József, Oberle Károly, Obláth Richárd, Pécsi Albert, 
Pékár Dezső, Privorszky Alajos, Rados Gusztáv, Rados Ignácz, Riesz 
Frigyes, Róna Zsigmond, Selényi Pál, Skopál István, Sós Ernő, Steiner 
Lajos, Suták József, Szabó Péter, Szíjártó Miklós, Szőke Béla, Szűcs 
Adolf, Terlanday Emil, Tőtössy Béla, Visnya Aladár, Winter József, 
Wodetzky József, Zemplén Győző.
A közgyűlés napirendje :
1. Elnöki megnyitó.
2. Titkári jelentés.
3. Pénztárnok jelentése és költségelőirányzat 1910-re.
4. Pénztárvizsgáló-bizottság jelentése.




Báró Eötvös Loránd elnök megnyitja a közgyűlést és üdvözli a szép 
számban megjelent tagokat, a kik jóleső érdeklődéssel nem csupán ren-
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des üléseinket kisérik, hanem Társulatunk administrativ teendőiben is 
figyelmesen részt vesznek.
A múlt évi közgyűlés jegyzőkönyvének hitelesítése után a jelen ülés 
jegyzőkönyvének hitelesítésére Róna Zsigmond és Terlanday Emil tag­
társ urakat kéri fel.
2. Titkári jelentés Kövesligethy Radőtól.
Tisztelt Közgyűlés!
Ha két évvel ezelőtt Torricelli emlékének szenteltük egy esténket, 
Társulatunk tizennyolczadik évét sem rekeszthetjük be a nélkül, hogy 
a tudomány történetében fontos emléknapra ne tereljem rövid időre 
szives figyelmüket. 1909-ben múlt háromszáz éve, hogy megjelent Kep­
lernek híres műve: «Nova astronomia seu physica ccelestis tradita 
commentariis de motibus stellae Martis», a mely a bolygó mozgás első 
két törvényét és elsejében implicite már a tömegvonzás Newton-féle 
törvényét tartalmazza. Ez utóbbit egyszerűbb módon csak a tíz évvel 
később talált harmadik törvényből sikerült kiolvasni. Hogy egyszerűen 
zárt pálya feltételezése közelebbi meghatározások nélkül nem vezet min­
den nehézség nélkül a Newton-féle törvényhez, mutatja eléggé a Ber- 
trand-féle probléma.
E helyen teljesen fölösleges, hogy a bolygó mozgás első két törvé­
nyének közvetlen és közvetett hatásáról szóljak a mechanikára, de talán 
szabad felemlítenem, hogy a mathematikára is hatottak termékenyítőleg. 
A mellett, hogy Apollonius de Perga tanulmányait értékben növelték, 
a sormegfordítás problémájához vezettek és a Bessel-féle függvényekhez. 
És még termékenyebb volt talán a harmadik törvény keresésére for­
dított tíz év, a mely a szabályos geometriai testek tanát, a zeneelméletet, 
az optikát gazdagította és az empirismus és ismerettanban örökké emlé­
kezetes decennium.
*
De térjünk vissza a jelenhez. Múlt évi jelentésemben nem hallgat­
hattam el, hogy folyóiratunk kissé csonkán maradt; örömmel jelentem 
ezúttal, hogy XVIII. kötete 261 2 ív terjedelmével a kénytelen hiányt 
bőven pótolta s hogy a szerkesztőség rendelkezésére már most levő 
kéziratok változatos és pontos folytatást Ígérnek. Tartalomjegyzéke tíz 
mathematikai és kilencz physikai értekezést sorol fel, mely egyoldalúság 
nélkül a tiszta és alkalmazott tudomány egész körében mozog.
Az elmúlt év folyamán hasonlóan változatos tárgysorozatú kilencz 
rendes ülésünk volt, a melyen hét mathematikai és tizenegy physikai 
előadást hallgattunk.
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Jóleső örömmel értesültem az utolsó években arról, hogy nagyobb 
vidéki városokban kis mathematikai és physikai magánkörök keletkez­
tek, melyek közül néhány minden hivatalos jelleg nélkül hasznos és 
érdemes munkát végzett. A nélkül, hogy a törekvések centralisatiójának 
gondolatát felvetném, melyet egyenesen károsnak tartok, kérdezhetem, 
nem találhatnók-e módját, hogy e törekvéseket támogassuk és az érde­
mes munkát az elfeledéstől óvjuk ?
Egy régi, de még lényegileg elintézetlen indítvány Társulatunk szá­
mára is vándorközgyűléseket javasolt. A mi mikrokosmusunkban ez a 
nemzetközi kongresszusoknak felelne meg, melyeknek most éljük korát. 
Társulatunk belső fejlesztése, a melyre a kívülről jövő anyagi támogatás 
most ingataggá lett volta miatt gondolnunk kell, a választmány feladata 
lesz és annak alig látom más és kellemesebb módját, mint ily gyűlések 
szervezését, melyeknek tartásában, noha az első gondolatjuk talán ebben 
a Társulatban fakadt, a Földrajzi Társaság és a Természettudományi 
Társulat megelőzött.
A XVI. tanulóversenyt 1909 október 9-én tartottuk meg. A verseny­
zők számát nézve az eredmény nem tetszett kedvezőnek, de minősége 
nem áll az addigi versenyeké mögött. Az első díjat Raj László, a máso­
dikat Lukács Ferencz nyerte el. A göttingai egyetemen legutóbb tartott 
két magántanári habilitatio kétségtelenül tanulóversenyeinkre is vet 
némi fényt.
Tagtársaink száma az év végén '397 volt; ezek közül van 185 buda­
pesti és 212 vidéki tag. Az előfizetők száma 86. Immár 18 év tapasz­
talatára támaszkodva bizonysággal mondhatjuk, hogy e szám a Társulat 
jelenlegi berendezése mellett egynéhány százalékon belül állandó marad. 
A folyton fokozódó igényekkel szemben, elsősorban az emelkedő nyomdai 
költségekre gondolok, alig tehetünk mást, minthogy alkalmas módot 
keressünk a Társulat kereteinek Sympathikus tágítására, a mire már 
feljebb is czéloztam.
Ez idén még kikerülte Társulatunk azt a súlyos csapást, a melyet rá 
az akadémiai segély megvonása mérhetett volna s mely alatt egynéhány 
testvértársunk már szenved. Hálás köszönetét mondunk tehát a Magyar 
Tudományos Akadémia III. osztályának és Mathematikai és Természet­
tudományi Bizottságának 2000 korona segélyéért, a mely a tagdíjainkból 
várható maximumjövedelmünk kétharmadát, valójában pedig 83 száza­
lékát teszi. E segély megvonása Társulatunkat folyóiratától fosztaná meg 
és ezzel mathematikai és physikai társalkodókor szerepére szorítaná.
Nagyon kérjük tehát a Tudományos Akadémiát, hogy bennünket e 
reánk nézve életfeltételt tevő segítségben tovább is kegyesen részesíteni 
méltóztassék.
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Nem zárhatom be jelentésemet a nélkül, hogy meg ne emlékezzem 
a súlyos csapásról, melyet a halál keze Társulatunkra az elmúlt évben 
is mért. Elhunytak: Fehér Ipoly, Fogarasi Béla, Gothard Jenő, Groó 
Vilmos, Klúg Nándor, Schenek István és Szabó János tagtársaink, a kik­
nek emlékét kegyeletesen megőrizzük.
Hálát mondva igen tisztelt kartársaimnak és munkatársainknak, a 
kik feladatainkat mindenkor a legkészségesebben támogatták, kérem a 
Tisztelt Közgyűlést, hogy e jelentésemet szíves tudomásul venni mél- 
tóztassék.
Budapest, 1910 május hó 4-én. Kövesligethy Ráció.
3—4. Pénztárnok jelentése és költségelőirányzat 1910-re és a 
pénztárvizsgáló-bizottság jelentése.
Lévay Ede pénztárnok előterjeszti az alábbi zárszámadást, vagvon-mér- 
leget és költségelőirányzatot, melyeket tételenkint megmagyaráz és indokol.
Az ügyvivő titkár felolvassa az 1910 május 1-én kelt, Balog Mór 
és Bogyó Samu a közgyűlés részéről kiküldött pénztárvizsgálók jelen­
tését, a mely így hangzik: «A számadásokat megvizsgáltuk és rendben 
találtuk».
A közgyűlés e jelentéseket meghallgatván, megadja a pénztárnoknak 
a felmentvényt, neki, valamint a pénztárvizsgálóknak fáradozásukért 
köszönetét mond és tudomásul veszi a költségelőirányzatot. Elnök a 
pénztár vizsgálására a közgyűlés részéről újból Balog Mór és Bogyó 
Samu tagtárs urakat kéri fel.
5. Választmányi tagok választása.
A Társulat alapszabályainak 20. §-a értelmében a választmányból ki­
lépnek Fröhlich Izidor, Klupathy Jenő, Rátz László és Tőtössy Béla 
választmányi tagok.
Elnök felfüggeszti a választás idejére a közgyűlést és Visnya Aladár 
elnöklete mellett Goldziher Károly és König Dénes tagtársakból álló 
szavazatszedő bizottságot küld ki.
A választás megejtetvén, a bizottság elnöke jelenti az újból meg­
nyitott közgyűlésnek, hogy a beadott 37 szavazat közül Fröhlich Izidor, 
Klupathy Jenő, Bátz László és Tőtössy Béla egyenkint 36 szavazatot 




Elnök úr jelenti, hogy az alapszabályoktól követelt határidőn belül 
indítvány nem érkezvén be, a napirend utolsó pontja elesik.
Ezzel a tárgysor ki lévén merítve, elnök a XVII. közgyűlést berekeszti.
*
A közgyűlést rendes előadó ülés követte, melyen Kürschák József 
«A hatványsorok számelméleti analogonjáról», Róna Zsigmond «Az újabb 
kutatások alapján a felsőbb légrétegek hőmérsékleti viszonyairól» érte­
kezett.
*
Másnap a közgyűlésen résztvevők az új műegyetem épületeit és gyűj­
teményeit tekintették meg Jónás Ödön prorector és több műegyetemi 
tanár szeretetreméltó kalauzolása mellett.
1909. év,
Előirányzat Eredmény
BEVÉTEL Kor. | üli. Kor. I fill.
1007. évi zárszámadási maradvány......  _ 2146 16 2146 16
Folyó és köv. évi tagdijak... ....... ... .... .... ... 2400 — 1098 08
Hátralékos tagdijak 1200 — 938 —
M. Tud. Akadémia segélve ...................... ... 2000 1 — 2000 —
Hirdetési dijak 200 — 300 —
Kamatok... .................. ............ 550 580 38
Előfizetési dijak...........  ... ... ...... .„ ... .... 700 — 556 —




1908. év végén 19(19. év véijéu
VÁGYÓ N — —
Forgó tőke : K o r. fill. K o r . Üli.
Készpénz ... .... „. ______ „ 704 58 970 20
Leszám. és pénzv. bankban takp. betét... 48 80 48 80
M. kir. postatakarékpénztárban ._ .... _ 212 78 1044 08
Leszám. és pénzv. bank letétszámláján^ 1180 — 584 —
Alaptőke:
Leszám. és pénzv. bank letétszámláján:
a) K észp én z___ _______ ____ ... „ 880 — 880 —
b) 2600 K névért, főv. kölcsönkötv. 2262 — 2262 —
c) 100 <( « koronajáradék-kötv. 100 — 100 —
Első bazai takarékpénztári betét....... ... 108 — I08 —
Majthényi Ottó-féle hagyaték ............  ... I0000 — 10000 —
Tagdijhátralók ...................................... _  .... 1300 — 1500 —
Föl nem vett hirdetési dij............  .... _  _ 200 —
16996 16 17497 08
A számadásokat megvizsgáltuk és rendben találtuk.
A választmány megbízásából: Köveslicjeth
Rátz László s. fc. Beke Manó dr. *• ügyvi'
1910. évi költség-
1 9 0 9 .  év i 1 9 1 0 .  év i
BEVÉTEL e lő i r á n y z a t
Kor. fill. K o r . fill.
Zárszámadási maradvánv .... . 2146 16 2647 08
Folvó és köv. évi tagdijak .................. . _ 2400 — 2400 —
Hátralékos tagdíjak ................................... . 1200 — 1200 —
M. Tud. Akadémia segélye 2000 — 2000 —
Hirdetési dijak ....... 200 — 100 —
Kamatok ......  ........... 550 — 550 —
Előfizetési dijak .....................................  .... 700 — 700 —
Hiány 937 84 1408 41




Nyomdai költségek a múlt évre ............  _  __
a folyó évre _  . , _  _
írói tiszteletdijak a múlt é v r e ......................
a folyó évre ..... ..........._
Expeditió- és irodai költségek 
Középiskolai tanulóverseny
Vegyesekre __ ....... ....................
Pénztári maradvány a) készpénzben
b) takarékp. betétben ....
E l ő i r á n y z a t E r e d m é n y
K o r . ! f i l l .






















1 9 0 X . é v  v é g é n 191)9 . év  v e s é n
TEHER
K o r. I f il l . K o r . fill.
Nvomdai tartozások _ 2000 3216 49
írói tiszteletdijak ............ 1074 — 829 —
Tiszta vagyon . .............................. . .. 13922 16 13451 oí)
Budapesten, líMO május 1-én. 1
adó dr. s. a A közgyűlés megbízásából
kár. Bogyó Samu  *. a. Balog Mór s. a-.
elő irány  z a t.
1909. évi 1910. évi
KIADÁS előirányzat
Nyomdai költség a múlt évre ___ _______
a folyó évre___________
írói tiszteletdijak a múlt évre .... _  ______
a folyó «
Expeditió- és irodai költségek
Középisk. tanulóverseny _  ....___





















Differencziál- és integrálszám ítás, a m. kir. vallás- és köz- 
oktatásügyi minisztérium megbízásából irta dr. Beke Manó ; első kötet 
(VI -f- 539 1.); Budapest, Franklin-társulat kiadása, 1910.
Hasznos szolgálatot tett Beke Manó mathematikai oktatásunknak és 
első sorban az egyetemi hallgatóknak most megjelent kézikönyvének 
megírásával.
Ilyen munkának, melynek hivatása, hogy a csupán középiskolai is­
meretekkel rendelkező olvasót és hallgatót mint első mathematikai 
könyve vezesse be e tudományba, mindenesetre nagy nehézségekkel 
kell megküzdeni épen a mai időkben, midőn egyrészt a psedagogiai, 
másrészt a tudományos szempont olyannyira különböző, sőt ellentétes 
kötelességeket ró a szerzőre.
Valóban a mathematika psedagogusainak mind hatalmasabban fej­
lődő nemzetközi mozgalma most már nem csak az ú. n. «általános 
műveltség»-et czélzó mathematikai oktatásban, hanem a leendő szak­
embernek szóló, egyetemi oktatásban és tankönyvekben is a pedagógiai 
szempontot a tudományos szempont fölé kívánná helyezni és a köny- 
nyebb érthetőség és szemlélhetőség kedvéért hajlandó volna még a defi- 
nicziók és bizonyítások szabatosságát is feláldozni és bebizonyítás helyett 
gyakran «plauzibilissá tevés»-sel megelégedni.
Merőben ellenkező utasításokat kap azonban ma egy differencziálszámítás 
szerzője, ha nem a modern pedagógiai elvekhez fordul, hanem a mathe­
matika alapjaira vonatkozó legújabb kutatásokat vizsgálja. Ekkor nem 
csupán arra az eredményre fog jutni, hogy a szabatosság minden mathe­
matikai könyvnek — legalább a mi a szakembernek szólókat illeti — a 
legfőbb kelléke, hanem arról is meg fog győződni, hogy az eddiginél 
még nagyobb preczizitás követelendő és ott is, hol a szemlélet még 
nem rég megtámadhatatlannak látszó eredményekre vezetett, ma már 
szigorú logikai dedukczióra van szükség.
Annál nehezebb dolga volt e két irányzat közt a szóban forgó munka
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szerzőjének, hogy míg ő maga — mint egyéb működéséből jól tudjuk 
(legalább a középiskolát illetőleg) egyik buzgó harczosa az említett peda­
gógiai mozgalomnak, addig a magyar felsőbb mathematikai oktatás tra- 
diczióinak kétségtelenül a logikai irányzat felé kellett munkáját terelniük.
E két irány összeegyeztetésének nehéz munkája elől a szerző sehol 
sem iparkodott kitérni, hanem mindig a szabatosság feláldozása nélkül 
törekszik a könnyű megérthetőségre. E czélból gyakran a definicziókat, 
sőt bizonyításokat is előbb «népszerűbb» alakban fogalmazza meg és a 
pontos fogalmazást csak ezután adja; a tételeket előbb bizonyos (nem 
szükséges) megszorításokkal mondja ki és csak aztán tér át az általános 
esetre. (Csak Rolle tételénél, a 120/1. lapon, találjuk a fordított sorrendet, 
de itt is a tétel geometriai jelentése vezeti be a tárgyalást.) A geometriai 
szemléletet gyakran segítségül hívja, de nem mulasztja el több Ízben 
megemlíteni a fogalomalkotásoknak e szemlélettől való függetlenségét. 
Azt az engedményt azonban többnyire megteszi a szerző a preczizitás 
ellenfeleinek, az «alkalmazó» mathematikusoknak, hogy a singuláris 
eseteket (határérték nem létezése, stb.) kivételeseknek tünteti fel, habár 
matbematikailag mindig ezek képviselik az általános esetet.
A pontosságot és érthetőséget természetesen a számfogalom felépíté­
sénél a legnehezebb a kellő harmóniába hozni. A szerző azonban a 
raczionális számok elméletét könyve elején már elintézettnek tekinti. 
És ha ma már nem lehet is a közönséges egész számok elméletét, m int 
nem a mathematikába tartozót, negligálni, mégis jogosultnak mondható 
ez az eljárás olyan könyvben, mely adott keretben olyan messzire akarja 
vinni olvasóját, a mennyire Beke Manó könyve valóban elviszi.
A szerző tehát az irraczionális számok bevezetésével nyitja meg 
könyvét. Dedekind módjára szeletalkotással értelmezi ezeket és ennek 
alapján állapítja meg ezen új számok kisebb-nagyobb voltát is. Majd 
áttér az irraczionális számoknak szabályos számsorozattal való megadá­
sára. Az ily sorozatok értelmezése czéljából bevezeti «limes superior és 
inferior» fogalmát (főszármazékhelyeknek nevezi őket a szerző). Czél- 
szerü lett volna talán előbb általában a «sűrűsödő hely» fogalmát be­
vezetni (hiszen ez szerepel az 5. pont czímében is) és ekkor meg lehe­
tett volna említeni, hogy e két főszármazékhely egyszerűen a legna­
gyobb, illetve legkisebb sűrűsödő hely. — A szabályos számsorozatok 
bevezetésénél a szerző elemeiket mint raczionális számokat vezeti be. 
A 8. és 9. pontban is még ily kifejezésekkel találkozunk: an+ic — un 
és így az a-k itt is bizonyára raczionális számokat jelentenek, miután 
a kivonás és abszolút érték képzése irraczionális számokra itt még ér­
telmezve sincs (a kivonásra nézve ezt a 30. 1. a szerző is megemlíti). 
Jó lett volna tehát az <t-k raczionális voltát e pontokban is megemlí­
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teni, annál inkább, mert a 20. 1. első kisbetűs sorában («eddigelé főként 
oly számsorozatokról beszéltünk, melynek tagjai raczionális számok») a 
«főként» szó félreértésekre adhat okot. — Ezután következik a szab. 
sorozattal megadott irraczionális számokra a műveletek értelmezése, igen 
szabatos módon, ámde — miután szeletalkotással és nem Cantor 
módjára: a szabályos sorozatokkal lettek az irraczionális számok meg­
teremtve — ez által csupán akkor lennének e műveletek bizonyára 
minden valós számra értelmezve, ha előbb ki lett volna mutatva, hogy 
minden valós szám szabályos számsorozattal értelmezhető. Csak ezen 
tétel bebizonyítása által válna a tárgyalt elmélet teljessé. — Ezután 
következik a mondottaknak tetszőleges valós számokból álló sorozatra 
való kiterjesztése, néhány egyszerű limes kiszámítása és raczionális tört- 
függvény értelmezése a változó irraczionális értékeire. Az első fejezetet 
gondosan megválasztott feladatok fejezik be, melyek kiválóan alkalma­
sak a limesfogalom megvilágítására.
A II. fejezetben az általános függvényfogalom megállapítása után a függ­
vények határértékének megállapítása következik. A helyettesítési érték és 
határérték összezavarása kétségtelenül minden kezdő mathematikusnak már 
nehéz órákat szerzett és a szerző többnyire igen világosan rámutat e két 
fogalom közti különbségre. Hiszen lim f (a n)-nek (hol lim an =  a) semmi
n= oo n= oo
köze sincsen f  (a)-hoz. Nem czélszerű ezért lim f ( a n)-et «az a-hoz tartozó 
függvényértéknek tekinteni» (43.1., 2. sor); igaz, hogy a könyv itt következő 
szavai ezt a beszédmódot pontosabban megmagyarázzák. — A oo helyre 
vett és oo értékű határértékek értelmét a szerző a geometriai szemlélet 
segítségével teszi különösen világossá. A folytonosság fogalma s a foly­
tonos, monoton és inverz függvények tulajdonságai — melyeknek tár­
gyalása most következik — a határértékekre vonatkozó részletes fejtege­
tések után bizonyára nem fognak már az olvasónak különösebb nehéz­
ségeket okozni. E fejezetben találjuk a határértékszámítás általános elveit 
és néhány fontos határérték tényleges kiszámítását. Ellenben az elemi 
függvények folytonosságának bebizonyítását, ax  és xn (80—81. 1.) ki­
vételével, nem találjuk itt.
A differencziálhányados általános bevezetését e fogalomalkotás ter­
mészetes voltának és szükségszerűségének mechanikai és geometriai 
megvilágítása előzi meg, majd a legegyszerűbb differencziálási szabályok 
következnek. Az arcsin, x, stb. függvények formális differencziálásának 
jelentése, tekintettel e függvények többértékű voltára, bővebb magya­
rázatokra szorul (112. lap). —  A szerző kiterjeszkedik itt a foly­
tonosság és differencziálhatóság egymásközti viszonyára és egy példa 
(135.) keretében még arra is rámutat, hogy bármily közel marad is
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két függvény egymáshoz, differencziálhányadosuk különbsége mégis bár­
mily nagygyá válhat.
A IV. fejezetet a középértékek szigorú tárgyalása vezeti be. A 122— 3. 
I. jegyzetéhez azonban megjegyzést kell tennünk. Itt a szerző a függ­
vények egy oly tulajdonságát említi fel, melyet némelyek régente «foly­
tonosság »-nak neveztek. A szerző kétségtelenül f (x)  következő tulaj­
donságára gondolt: »bármily két számot jelent is a és ß  az ab sza­
kaszban («</?), az f {x ) minden f (a) és f  \ß) közti értéket felveszi az 
aß  szakaszban». Némely régi szerző ezt valóban elegendőnek tartotta 
/(cc)-nek ab- beli folytonosságához. Hogy azonban innen nem következik 
a CAucHY-féle folytonosság, sőt hogy e mellett lehetséges, hogy a függvény 
sehol sem folytonos, azt csak egy meglehetősen bonyolult példával (Darboux 
adott ilyet) lehet kimutatni. — A magasabb differencziálhányadosok 
tárgyalásánál nem mulasztja el a szerző f"(x)-et közvetlenül f(x)  segít­
ségével is megadni, a megfelelő formula szükséges feltételeinek megem­
lítésével. Rendkívül bő és tanulságos anyagú példatár járul ezekhez az 
általános fejtegetésekhez; már itt megismerkedik pld. az olvasó a difit'e- 
rencziálegyenlet fogalmával és egyáltalában vonzó kilátása nyílik az ana­
lízis magasabb fejezetei felé.
Az V. fejezet első része a véges Taylor-soR és geometriai alkal­
mazásait tárgyalja; gyakori (tankönyvekben is előforduló) tévedéseket 
oszlat el itt a szerző azáltal, hogy rámutat a «legnagyobb érték» és 
«relativ maximum» fogalmának különbségére. E fejezet második része 
interpolácziószámítással foglalkozik és pedig sokkal bővebben, mint 
hasonló kézikönyvekben szokásos. A szerzőnek itt bizonyára a tárgy 
praktikus alkalmazásának fontossága lebegett szeme előtt. Erre mutat 
az a néhány példa is, mely a maradéktag numerikus megbecslésére 
vonatkozik. A szokásos LAGRANGE-féle interpoláczión kívül Newton, Ampere. 
stb. interpoláló módszerével is megismerkedünk itt és az olvasó bő is ­
mereteket szerez a —  differencziálszámítás története szempontjából is 
fontos — differencziaszámítás köréből. Még messzebb vezetik az olvasót 
az ide szóló feladatok; hogy csak egyet említsünk, még a JENSEN-féle 
convex függvényeket is megtaláljuk itt. A szerző néhány saját vizsgá­
latát is felvette itt könyvébe.
A következő fejezet, a «határértékek kiszámítása», e kissé tág czl- 
men a függvények oly helyen való határértékének kiszámításával foglal­
kozik, hol a közvetlen helyettesítés ^ s más hasonló határozatlan ala­
kokat szolgáltatna. Gzélszerű lett volna talán itt felemlíteni, hogy a függ­
vények értelmezése ilyen singuláris helyen úgy történt, hogy a függvény 
e helyen folytonos lesz, a mi az eredetileg mesterkéltnek látszó meg-
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állapodást természetesebbé tenné. A korlátlanul növekvő függvények 
asymptotikus viselkedésének összehasonlítása következik most, B orel 
legújabb függvénytani munkájának felhasználásával, a ki az ily függ­
vények növekedésének jellemzéséül a transfinit számokat vezeti b e ; x ,  
x 2, a 8, . . .  rendszáma 1, 2, 3 , . .  . lévén e'-hez rendszámul a legkisebb 
transfinit számot ai-t, rre^-hez m +  l-et, stb. rendeli. Miután azonban —  
ha bármily függvény tekintetbe jöhet — x ,  x 2 , . . .  után nem közvetle­
nül ex  következik a végtelenbe növekedés szempontjából, ép oly jogo-
c x
sült volna w - t  mint  ^ vagy e eX függvény stb. rendszámát beve­
zetni. Továbbá az így bevezetett transfinit számok, bár Borel Cantor- 
féléknek nevezi őket, ezekkel egyáltalában nem egyeznek meg, ha 
műveleti szabályukat is tekintjük, mert míg BoREL-nél összeadásuk com- 
mutativ, addig az igazi transfinit számoknál a - \ - ß  és ß + a  általában 
különböző. Hangsúlyozni akarjuk, hogy e megjegyzések inkább Borel, 
mint Beke tárgyalására vonatkoznak. — A «végtelen nagy»-okéhoz ha- 
souló tárgyalásban részesülnek a «végtelen kicsiny»-ek is. A d i f f e r e n -  
c z i á l  kényes fogalmára nem is igen volna szükség és félreértésekre 
adhat okot, hogy a szerző a s z i m b o l i k u s  jelzést nem betű szerint olvas­
tatja (236. 1.). E fejezetet az asymptota bevezetése zárja be, kitüntetve azt 
is, hogy e fogalom nem minden görbénél fedi az ú. n. végérintö fogalmát.
A határozott integrál geometriai jelentésének előkészítése czéljából a 
szerző a polygonok területének értelmezésére Hadamard elegáns eljárását 
ismerteti. És ez tálán az egyetlen helye a könyvnek, hol a szerzőt a 
történeti és didaktikai szempont mellőzésével lehetne vádolni. Pedig 
talán a terület fogalma az a mathematikai fogalom, melyről a laikus 
a legjobb képet alkotja magának. Hiszen, a ki csak azt tudja, hogy 
kongruens idomok területei egyenlők és azt, hogy minden idom 
területe egyenlő részei területének összegével, az már tökéletesen 
ismeri a terület fogalmát. Ezt mutatja meg polygonokra pld. épen 
Hadamard, postulatumként fogadva el e két követelmény kielégíthetősé­
gét. Egy külön függelékben aztán //. megmutatja, hogy e postulatum 
feltételezésére nincs is szükség. Az által, hogy a szerző c s u p á n  a füg­
gelék anyagát vette fel könyvébe a (háromszög-) terület megállapítása 
nála nagyon önkényesnek látszik. — A határozott integrál bevezetését 
megelőzi továbbá nehány görbevonalú terület kiszámítása; a szerző maga 
megjegyzi (255. 1.), hogy ezúttal nem foglalkozik azzal, hogy máskép 
speczializálva az eljárását nem kapna-e más számot a terület mérő- 
számáúl. —  A BiEMANN-féle határozott integrál értelmezését az integrál- 
hatóság feltételeinek bő vizsgálata követi, melynek folyamán Jordan «k 
variation bornée»-függvényeivel és fötulajdonságaikkal is megismerke-
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dünk. E fejezet tartalmazza a primitiv függvény és határozatlan integrál 
elméletét is. Rámutat itt a szerző arra is, hogy e két fogalom nem 
folytonos függvényeknél szétválhatik és általában pontos existentia-vizs- 
gálatokkal kiséri fejtegetéseit. (A 292. l.-ra mégis becsúszott, hogy «/'(z)- 
függvénynek végtelen sok primitiv függvénye van», pedig f (z)  semmi 
megszorításnak nem volt alávetve.) De nem csak az elmélet alapjaira 
vonatkozó kutatások tüntetik ki e fejezetet, hanem a szerző sokszor túl 
is halad az integrálszámítás első elemein. E szempontból csupán a ra- 
czionális törtfüggvények Hermite módszerével való integrálására és a 
LEGENDRE-féle polynomokra akarunk rámutatni. Természetesen e fejezetet 
is sok kidolgozott példa kiséri. Az ide vonatkozó gyakorlatok (a XIII. 
fej. végén) megismertetik az olvasót a FousiER-féle sorok együtthatója­
ként fellépő határozott integrálokkal, a gammafüggvényekkel, Fejér 
középértéktételével, az e transcendens voltának HüRWiTZ-féle bizonyítá­
sával -— hogy csupán a legfontosabbakat említsük.
A VIII. fejezet az V. fejezet foly tatásak épen a mechanikus quadratu- 
sának van szentelve és e vizsgálatok praktikus fontossága mindenesetre 
jogosulttá teszi az integrálok közelítő meghatározásának ilyen részletes 
tárgyalását.
A következő fejezet a határozott integrál ^fogalmának kiterjesztését 
adja arra a két esetre, midőn 1. az integrál határa: oo és 2. az inte- 
grandus az integrálási számközben végtelenné válik. Megismerkedünk 
az ily integrálok létezésének szükséges és elegendő feltételeivel. Talán 
czélszerű lett volna azonban megemlíteni, hogy új  definicziók beveze­
tését az teszi szükségessé, tehát jogosulttá, hogy az eredeti ( R iemann- 
féle) definiczió ez esetekben felmondja a szolgálatot.
A paramétert tartalmazó integrálok és e paraméter szerint való diffe- 
rencziálásuk tárgyalása (X. fej.) után a XI. fejezet «néhány fontos in- 
tregrál kiszámításán-t adja. E specziálisabb vizsgálatokból csupán a 
folytonos függvényeknek polynomokkal való megközelítésére vonatkozó 
WEiERSTASs-féle tétel tárgyalására akarunk rámutatni.
A XII. fejezet az elliptikus és hyperelliptikus intergrálók elméleté­
nek alapjait nyújtja.
Habár a szerző, a hol csak alkalma nyilik, rámutat fejtegetéseinek 
geometriai jelentésére, még egy külön fejezetben is foglalkozik az in­
tegrálszámítás geometriai aikalmazásaival: a terület és ívhosszméréssel 
(polárcoordinátákban is) és pontosan ismerteti a görbe rektifikálhatósá- 
gának szükséges és elegendő feltételeit.
Az utolsó fejezet a complex számoknak, mint számpároknak, adja 
az elméletét. Talán jobban helyén való volna e fejezet már az I. fejezet 
után, nem csak tárgyának egyszerűsége miatt, hanem első sorban, mert
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a raczionális törtfüggvények integrálásánál és egyéb helyeken is a com­
plex szám fogalma már lényegesen szerepel. Az idetartozó gyakorlatok 
már a complex változó függvényeinek általános elméletét látszanak elő­
készíteni, a mely elmélet —• mint az előszóból megtudjuk a több­
változós függvények és végtelen sorok elméletével együtt a munka má­
sodik kötetének fogja anyagát alkotni.
Külön meg kell itt még egyszer említenünk az egyes fejezeteket 
bezáró «feladatok és gyakorlatok» czímű pontokat, melyeket a szerző 
széles körültekintéssel és nagy irodalmi anyagnak felhasználásával állí­
tott össze. E feladatok igazán alkalmasak arra, hogy az olvasó ne te­
kintse munkáját befejezettnek, midőn a «Differencziál- és integrálszá­
mítás»-! elolvasta, hanem ennek elolvasása további tanulmányokra sar­
kalja.
Nem kevésbbé fogja a kezdőnek szeretetét a tárgy iránt növelni a 
könyvnek rendkívül eleven előadásmódja, mely rendszerint sikeresen 
enyhíti a bevezetett fogalmaknak és tételeknek a kezdőre nézve annyira 
absztrakt voltát.
Nem hagyhatjuk említés nélkül ama jól összeállított irodalmi jegyzé­
keket sem, melyek az egyes fejezeteket kisérik. Nem csupán a szerző 
forrásmunkáit találjuk itt^meg, hanem az egyes részletek további tanul­
mányozására ajánlható műveket is.
Az a lelkes odaadás, mely e könyv minden részéből kiviláglik, jogo­
sulttá teszi abbeli reményünket, hogy a szerző munkájának folytatását 
is mielőbb közre fogja adni. König Dénes.
Utalványczim: Math, és Phys. Társ. 5997. sz. cheque-számlájára.
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Kérelem.
A Mathematikai és Physikai Lapok jelen füzetéhez postai befizető 
lapot mellékeltem. Felkérem a Társulat igen tisztelt tagjait és előfizetőit, 
hogy a mellékelt befizető lapot előző évi hátralékos és illetőleg most már 
esedékes f. évi tagsági dijaik befizetésére felhasználni szíveskedjenek, annyival 
is inkább, mert a be nem folyó díjakat december hóban postai megbízás 
útján fogom bekérni, ami költségtöbbletet okoz. Kérem egyszersmind az 
igen tisztelt tagokat arra is, hogy minden lakhely, vagy lakásváltoztatásról 
levelezőlapon értesíteni szíveskedjenek, hogy a füzetek szétküldése körül 
zavarok ne támadjanak
Budapesten, 1910. évi november hó 30-án.
Dr. Lévay E d e , pénztárnok.
VI., Nagy János-utca 37. sz
Calderoni  mű- és  ta n sz e r v á l la la t  r.-t.
Budapest, IV., Váci-utca 50.
Vetítőkészülék «Calderoni I»
Ezen készülék lámpa-szekrénye legjobb minőségű aczéllemezekből van 
készítve, eternit-béléssel és kitűnő szellőztető szerkezettel van ellátva, 
120 mm. átm. kettős megvilágitólencsével (Kondensor), hajtócsavarral ellátott 
objektív-foglalattal, egy ebbe illő kitűnő vetítési objeklivvel, a finom beállítás 
részére szolgáló mikrometer-csavarral és tolószerkezettel ellátott kettős kép­
váltó kerettel van felszerelve. A kondensor-lencsék a lámpatartó szekrényen 
kívül vannak elhelyezve és a lencsék közt felmelegedő levegő a kondensort 
tarló cső felső részén levő és egy kis fedővel borított nyíláson át távozhatik. 
A kondensor mögött egy kali-üvegből készített védőlemez van elhelyezve. — 
A készülék, mely egy áttört vastalapzatra van felszerelve, teljesen fémből van 
készítve. — A bronzból készített objektivet tartó előrész egy mikrometer- 
csavar segélyével magasabbra és mélyebbre állítható. Az oldalajtóval és bár­
sonyból készült fényelzáró-függönynyel ellátott készülék ára fenti felszerelés­
sel lámpa nélkül K 2 6 0 .—
(rlTI-fílé híH T áttál* középiskolák részére egy platina-barretter Uli 11 1010 m m c t ic i .  ánványnyili 20 korona. Bővebb leírással és a
barretterre vonatkozó czikkek különlenyomatával Magyarország részére szíve­
sen szolgál Gáti Béla, Budapest, V II., D am janich-utcza 37. 
A Gáti-barrettert Németországban Hans Boas, Berlin, Krautstrasse 5?., Angliá­
ban Robt W. Paul, New-Soulhgate, London N., Francziaországban Zivy et Co, 
Boule\ard Magenta 28. Paris, Oroszországban 0. Richter pers. de l’amiraulé 
No 4. St. Petersbourg, képviseli. A legáltalánosabb és legelterjedtebb váltakozó 
áramú mérőeszköz és demonstrácziós készülék a gyenge áramú elektro­
technikában s e mellett a legmodernebb és legolcsóbb is.
Vetítőkészülék «Calderoiii I. H.»
Ezen készülék, mely ugyanolyan szerkezetű mint a túloldali, egy általunk 
szerkesztett hűtővel van még ellátva, mely a megvilágító lencsék közé van 
igtatva. — Ezen felszerelés vetítő készülékünket a legtökéletesebb ilynemű 
készülékké avatja. Ára lámpa nélkül K 3 5 0 .—
A vetítőkészülékeinkhez felszerelt hajtócsavarral ellátott objektiv fog­
lalatba tetszés szerinti 6 különféle gyútávolságu vetítési objeclivet lehet 
elhelyezni, melynek gyútávolságu ISO, 200, 2S0, 310, 355, 403, mm. — 
Minden készülékhez a fentjelzett árban csak egy darab ilyen vetítési objektiv 
tartozik. — Minden további objektiv ára darabonként K 2 4 .—
Vetitőkészűlékeink a merőleges és vízszintes síkban végbemenő vetítésre, 
valamint mikroskopikus vetítésre is, úgyszintén színképek, interferenciális 
tünemények, fényelhajlási, fénysarkitási és kettős törési kísérletek stb. veti- 
tésére is alkalmasak. Ezen mellékeszközökről addig is, mig az ezekről szóló 
külön árjegyzékünk meg fog jelenni, kívánatra szívesen küldünk részletes 
költségvetéseket. Velitőkészülékeinket — melyek a legtökéletesebbek— tetszés 
szerinti fényforrással, u. m. villamos ívfénynyel, mészfénynyel, acetylónnel, bor- 
szesz-izzófónynyel stb. szállítjuk.
E lek tro m o s ív lám p a
legjobb minőségű és felette erős 
szerkezetű (mellékelt ábra szerint) 
mely hajtócsavarok segélyével 
minden irányban könnyen moz­
gatható, 110—220 volt feszült­
ségű egyen- vagy váltóáramhoz,
5—30 Ampere áramerősségig hasz­
nálható. Ára K 1 2 0 .—
E lek tro m o s ív lám p a
egyszerűbb és könnyebb szerke­
zetű. Ára K 9 0 .—
B o r sz esz -izz ó fé liy lá m p a  légsűrítővel ellátva, mely 300 gyertya- 
fény erejű világítást szolgáltat. Ára teljesen felszerelve K 50 t—
H árom láb  u a sz ta lá n  vány, mely hajtócsavar-szerkezet segé­
lyével magasabbra és mélyebbre állítható, felső lapja pedig a vetítőkészülék 
által esetleg megkívánt szög alá, illetve ferde állásba hozható. Ára K 1 1 0 .—
V etítési e r n y ő  linóm vászonból 200 cm. négyzetben, gyűrűkkel 
ellátva. ' a r a k  8 .—
E l*nyÓ -állvány fenti ernyő részére, mely könnyen és gyorsan 
szétszedhető. Ára szekrényben K 3 0 .—
V etítési e r n y ő k  zsinórral felhúzható szerkezettel. — Ezen ernyők 
legczélszerübben a falra erősítendő 2 vastámaszra szerelendők, azonban 
bárhová, esetleg közvetlenül a falra is felerősithetők. — Az ernyők árai 
a következők :
______ 200_____ 240 300 360 420 480 cm. négyzetben
Ára 4 5 .— 0 5 .  9 0 .— 1 4 5 .— 2 0 0 .— 2 4 0 .— korona.
Calderoni m ű -és íanszervállalat részvénytársaság, Budapest, IV., Yáci-utca 50.
Részletes n a g y  ár/eyyzék vetitőkészülékeinkről m unkában  v im.
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A M athem atikai é s  Physikai L apok évenként 8, leg a lá b b  3 ívnyi 
füzetben  je lennek  m eg, m ég  pedig, a  nyári hónapok k ivéte léve l, m in ­
denkor a  h ó  m ásodik  felében . Az eg ész  évfolyam  24 30  ív  terjedelm ű  
lesz . E lő fizetés i ára 10 korona. A M athem atikai é s  P h ysik a i Társulat 
tagjai ta g sá g i díjuk fejében kapják.
T ársu lati m on d an iva lók . A tizenkilenczedik társulati év 1910 január 
1-én kezdődött.
A tagsági díj (Budapesten 10 korona, vidéken 6 korona (az Alapszabá­
lyok VII. 12. §-a szerint az év első negyedében esedékes. Kérjük t. Tagtársain­
kat, szíveskedjenek a tagsági dijat a társulat pénztárnoka : Lévay Ede főgymna- 
siumi tanár (VI., Nagy János-utcza 37.) czimére beküldeni. A múlt évekről 
hátralékban levő t. Tagtársainkat sürgősen kérjük a tagsági d íj beküldéséért.
A Math, és Phys. Lapok I. és III. évfolyama már csak nehány teljes 
példányban van meg és csak az egész sorozat megvételével szerezhető be. 
Az I. kötet ára 10 korona, a többieké 6—6 korona.
A z első és h arm adik  évfolyam  első füzetjét hét-két koro­
nával vá ltju k  he.
R en d es ü lések . A társulat üléseit rendszerint minden hónap első és 
harmadik csütörtökén tartja a tud. egyetem physikai intézetében (VIII., Eszter- 
házy-u. 3), d. u. 6 órakor. Az előadások tárgyát — egy mathematikai és egy 
physikai tárgy — 2—3 nappal az ülés előtt a napi lapokban kihirdetjük.
A tagajánlások a társulati ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok 
Kövesligethy Radó ügyvivő titkár czimére VIII., S án d or-u tcza  8. intézendők.
A folyóirat szellemi részét illető küldemények (czikkek, feladatok, kérdé­
sek, stb.) a szerkesztőkhöz küldendők; a mathematikai tárgyúnk Rados Gusztáv, 
IX., F eren cz-k örú t 38. sz., a physikai tárgyúak pedig Kövesligethy R. 
czíme alatt. A reclamatiók, czimváltozások a pénztárnokhoz intézendők.
Igen tisztelt munka társainkat értesítjük, hogy a választmány határozatá­
ból a szokott 25 különlenyomatot ezentúl üres borítékkal adjuk ; nyomtatott 
borítékot csak külön kívánságra, a megfelelő nyomdai költségek felszámítá­
sával adhatunk.
& T  V reclam atiók , cz im vá ltozások  a p én ztárn ok h oz in tézen d ők .
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Frobenius 1 és Holder 2 vizsgálatai óta tudjuk, hogy ha a
oo
r,=0 ( 1 )
végtelen sor a Ä-adrendü arithmetikai középérték-képzés mód­
szerével 3 összegezhető, akkor a
i  anx » (2 )
n = 0
hatványsor legalább is az egységkörben konvergens és (1) 
arithmetikai összege A  lévén,
oo
lim 2  a n P n  =  A  (3)
(>=1—0 n=0
Cesaro4 vizsgálatai alapján az is ismeretes, hogy ha ( 1) k-ad- 
rendű arithmetikai összege létezik és A-val egyenlő, akkor a
1 Frobenius : Über die Leibniz’sche Reihe. Crelle’s Journal, 89. k.
2 Holder : Grenzwerthe von Reihen an der Convergenzgrenze. Math. 
Ann. 20. k.30
3 2  an /i-adrendű szummája alatt a lim S,® =  A határértéket értjük,
n= 0 # n=co
hol — Holder szerint — S„ ‘ a következő rekurziv képletsorozattal van 
értelmezve :
Sp  =  (S?-»+S? -H + ...+ S * -» ) -± - ., ,k 1,2,...)
SS» =  «0 +  a l  4 ------- 1 °n  •
4 Cesaro : Sur la multiplication des séries. Bulletin des Sciences 
Math. 14. k. (1890.)
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(/c+l)-ed, (&+2 )-ed,. . .  rendű arithmetikai összegek is létez­
nek és A-val egyenlők. Ebből következik, hogy a /c-adrendű 
arithmetikai összeg létezése esetében:
lim (S'nfc+1,- S f )  - 0 . (4)
A (3) és (4) alatti relácziók tehát szükséges feltételét adják 
annak, hogy az (1) sor a ft-adrendű arithmetikai közepekkel 
összegezhető legyen.
Dolgozatunk czéljául annak kimutatását tekintjük, hogy e 
feltételek egyben elegendők is arra, hogy a (2 ) hatványsor az 
x = i  helyen /r-adrendű arithmetikai közepekkel összegezhető 
legyen. A föntebb mondottakat összekapcsolván azzal, a minek 
bebizonyítását most czélunkul kitűztük, a következő tételre 
jutunk:
co
I. Arra, hogy a 2  anx n sor az x  — 1 helyen a h adrend ü
n = 0
arithmetikai közepek módszerével összegezhető legyen, szük­
séges és elegendő, hogy a
CG
lim 2  anpn
(>=1—0 n = 0
és
1 • / O Í / l+ I )  CÁfc)\hm  (on — *Sn )
határértékek egyidejűleg létezzenek és ez utóbbi értéke 0  legyen.
Ha valamely sornak közönséges értelemben vett összegét 
0 -adrendű szummájának tekintjük, akkor most kimondott téte­
lünket T a u b e r  1 következő tétele általánosításának tekinthetjük :
CG
II. A ^  an végtelen sor akkor és csakis akkor konvergens, ha
cc n=ü |  oo
lim V an pn létezik és lim — —  V l;ak =  0 .
p = l - 0  n=0 n = 0 W + l  fc=0
A (3) és (4) alatti feltételek elegendő voltát bizonyítandó, 
a teljes indukczió módszeréhez folyamodunk.
1°. Tegyük fel, hogy (I) tételünk k-ra igaz, azaz valamely 
végtelen sor fc-adrendűleg szummabilis, ha a részletösszegek 1
1 Tauber : Ein Satz aus der Theorie der Unendlichen Reihen. Monats­
hefte für Math, und Phvs. 1897.
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k-ad és (&+ l)-edrendű arithmetikai közepei különbségének 
határértéke 0  és a megfelelő hatványsor által definiált függ­
vény az x ~  1 helyen balról folytonos.
2°. Tegyük fel továbbá, hogy
létezik és
lim 2  anPn =  A 
(>=1—0 « = 0
lim(S,f?+,)—S,» +1)) 0 .
E feltevések alapján be akarjuk bizonyítani, hogy a an
n= 0
sor (/c+l)-edrendű számtani közepekkel szummázható, azaz
lim Sn<fc+i)
létezik. (Ha e határérték létezik, H older tétele szerint A-val 
egyenlő.) lim <Stf+1) létezik, ha Sjj’ k-ik arithmetikai közepének 
van határértéke. Ez utóbbi határérték létezésére 1°. alapján 
bizton következtethetünk, ha k-ad és (/r+l)-edrendű szám­
tani közepei különbségének 0  a határértéke, azaz
lim (SKk  + 2) cÁ k +1K   /~v— ) — V,
ha továbbá még a:
lim 2  OSn + l — Sn ])pn
« = 1 —0 n = 0
határérték létezik.
E feltételek közűi az első a 2°. alatti feltevések értelmében 
teljesítve van. Hogy a második feltétel teljesülését megmutat­
hassuk, a következő segédtételre 1 hivatkozunk.
Ha valamely f ( x ) ~ '^ l cnx n alakú hatványsor együtthatói a
n— oo
lim cn - 0  feltételnek megfelelnek, akkor:
n= «»
1 E segédtétel Cesaro következő tételével bizonyítható :
sc so
Ha 2  anxn hatványsor konvergens sugara = 1 , ha továbbá an> 0 ; yo„  no * n=0
divergens és lim —2- =  k, akkor
(Xn
lim 4 ' ^ -  =  hm -^ -= fc . 
t - i - o  £ a nx  an
28*
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lim x  (x —\) f  {x) =  0 ,
a := l -0
lim x ( x — l ) - j— [x (x — 1 )f'(x)] =  0 ,
,c=l-0 <*X
lim x  ér— 1) \x  (x— 11 [x (x — 1) f  (a;)] 
a ;= l - 0  clx [ dx 1 0 ,
relácziók mindannyian teljesülnek.
Alkalmazzák e segédtételt az
fix) =  £  ( S ? +*,- S g e+1)) íc” +1
n = 0
hatványsorra, a következő összefüggésekre jutunk: 
lim Í ( S ^ +1)- S j íV " + ‘ = 0 ,
37=1—0 n=0
lim £  (.Sn’- N ^ 11) x n+1 =  0 ,
37=1—0 n=0
iim y  (s;1’- .s ; 0>) r n+l =  o. (5>
37=1—0 n=0
Vegyük most tekintetbe, hogy




2  (S™|i—.S'n0í) asn =  y  anx n ;
n=0 n —0
de 2 °. feltevés szerint
oo
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tehát
lim V (S„+1—Sn’) x n — A.
cc—1—0 n=0
cc
íme, a 1 °. és 2 °. feltevésekből tényleg következik £  un (/c+ 1 )-
n = 0
edrendű összegezhetősége s így a A-ra igaznak feltételezett 
theoremánk (fc+l)-re is igaz. De k ~ 0-ra Tauber tétele szerint 
igaz, tehát igaz minden k-ra.
Fekete Mihály.
PLANIMETRIAI ELJÁRÁS
CSILLAPÍTOTT MŰSZEREK MOZGÁSI EGYENLETÉNEK MEG­
ÁLLAPÍTÁSÁRA, VALAMINT A MOZGÓ RÉSZ SÚLYÁNAK ÉS 
A FÉKEZŐ ERŐNEK KÍSÉRLETI ÚTON VALÓ MEGHATÁRO­
ZÁSÁRA.
A mint tudjuk, egy G redukált súlyú, pro egységnyi kiütés 
C visszatérítő erő és pro egységnyi sebesség R  fékező erő 
hatása alatt álló tömeg általános mozgási egyenletét a követ­
kező másodrendű lineár differencziálegyenlet adja:
d2x
1 F
G dx G n
H----- R  —tt d-------Cx — 0.
g dt g (1)
Ilyen mozgást végez egy spirálrúgóra fölfüggesztett tömeg, ha 
valamilyen például folyadékcsillapítással van ellátva.
Ilyennek vehetjük föl a földrengésjelzők ingáinak természe­
tes mozgását is, mivel itt az amplitúdók még oly kicsinyek, 
hogy az ingasúly mozgását bátran egyenesnek vehetjük föl.
A földrengések kutatóinak a diagrammok vizsgálatánál és 
pontosabb elemzésénél szükségük van az inga redukált töme­
gének (G) és a fékező erő nagyságának {R) ismeretére.
Ha a csillapítás nem túlságos erős, úgy hogy a műszer 
még periodikus és nem túlgyorsan csillapodó mozgást végez, 
elég egyszerűen állapítható meg a G és R  a lengésidő és a 
logarithmikus dekrementum meghatározásával.
Mindjárt cserben hagy azonban ez a módszer, mihelyt 
a csillapítás oly erős, hogy az inga egyáltalán nem végez 
periodikus mozgást, azaz aperiodikus, vagy ha még végez is
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periodikus mozgást ugyan, de alig egy-két amplitúdó után 
megáll. Az első esetben egyáltalán használhatatlan az előbb 
említett módszer, a másik esetben pedig igen pontatlan ered­
ményeket ad.
Már pedig, ha egyelőre a földrengésjelzők mellett maradunk, 
a mint B. Galitzin több értekezésében kimutatta, igen czél- 
szerű a földrengésjelzők ingáit erős csillapítással ellátni, oly­
annyira, hogy a műszer már ne végezzen periodikus lengése­
ket, de azért a fékezés se legyen az épen erre a czélra szük­
ségesnél nagyobb, vagyis egyszóval czélszerű az ingákat az 
aperiodikussáy határára beállítani.
Erre ő, az általa alkalmazott elektromágneses regisztrálást 
tartva szem előtt, igen szép és elég egyszerű módszert dol­
gozott ki, a melyből az aperiodikusság határa egy kissé ugyan 
körülményes, de elég éles eredményeket adó számítás után 
meghatározható.
Nem alkalmazhatjuk azonban ezt a módszert a mechanikai 
vagy photographiai regisztrálásnál, úgy hogy azt hiszem, nem 
végezek fölösleges munkát, ha az alább kifejtett módszeremet 
ismertetem. Ennek előnye, hogy bármilyen regisztrálásnál hasz­
nálható és csak a regisztrálás sebességének ismeretét tételezi 
föl, a mire úgyis szükség van a földrengésjelzőknél.
Jó sz o lg á la to t te s z  ez  a  m ó d sze r m á s  m ű sz e re k n é l is, p é l­
dáu l e so ro k  író ja  az  egész m ó d s z e r t  ép  egy m e te o ro ló g ia i 
m ű szer, a  DYNEs-féle sz é lre g isz trá ló  m a th e m a tik a i  v iz sg á la tá ra  
d o lg o z ta  ki.
A módszer csak azt kívánja, hogy a műszernek ú. n. csilla­
podási görbéjét fölvehessük, vagyis azon görbét, a melyet 
kapunk, ha a kitérített műszer kiütéseit ordinátáknak, az időt 
pedig abscissáknak veszszük föl a koordinátarendszerben. (Ilyen 
csillapodási görbék láthatók a mellékelt ábrákon.)
Bármely műszernél is igen egyszerűen minden nagyobb elő­
készület nélkül megkapjuk a csillapodási görbét* ha a műszer 
mozgó részére egy kis tükröt ragasztunk és a visszavert fény­
sugarat egy photographlemezre vetjük, a melyet a mozgó
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fénysugár' előtt szabadkézzel egyenletesen elhúzunk. Egy kis 
gyakorlat és némi próbálgatás után ismeretes és elég egyen­
letes sebességgel tudjuk ezt a mozgást elvégezni, úgy hogy a 
görbe egész szép egyenletes lesz.
A numerikus számításoknál használt és az ábrákon látható 
csillapodási görbék is így vétettek fel.
Ezen rövid kitérés után térjünk vissza az (1) egyenletünkre. 
A mint tudjuk, ennek általános megoldása:
x  = A e -^ + B e -V ,
a hová a és ß át a segédegyenlet megoldásából kapjuk:
BÜKY AURÉL.
Tudjuk azt, ha a négyzetgyökjel alatti kifejezés (a disciimi- 
nans) negativ: a mozgás periodikus, ha a discriminans pozitív: 
a mozgás aperiodikus, ha a discriminans nulla: ép az aperio- 
dikusság határán vagyunk.
I. Foglalkozzunk egyelőre az aperiodikus mozgással, mert 
ennek a tárgyalása adódik ki a módszerből legközvetlenebbül. 
(Majd ha ezt egészen ismerjük, akkor áttérhetünk a periodikus 
mozgásra és végre kitérhetünk egy pár szóval az aperiodikusság 
határára is.)
Az aperiodikusság esetében a discriminans pozitív:
az a és ß reális értékek, vagyis az
x  — Ae~at+ B e (2)
görbe tényleg exponencziális, nemcsak a formája az.
Feladatul tűztük ki magunk elé ezen (2) képlet állandóinak 
meghatározását.
Erre a czélra fölveszszük a műszer csillapodási görbéjét 
(lásd 1. ábrát) oly módon, hogy kitérítjük x 1 darabbal és aztán
1. ábra.
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magára hagyjuk, mire leírja (akár mint a földrengésjelzőknél 
mechanikus regisztrálással, akár a fönt említett photographiai 
regisztrálással) az ábrán látható görbét. Ez a görbe az elmélet 
szerint csak assimptotikusan közeledik az abscissatengelyhez, 
a valóságban azonban elég hamar egy pár sec. alatt eléri azt.
Ezt a megjegyzést igen fontosnak tartom, mert az egész 
módszer ép erre a kísérleti tényre van alapítva.
Előttünk vannak tehát az 1. ábra csillapodási görbéi, föl­
adatunk: ezen görbékből azoknak (2 ) képleteit fölállítani, 
vagyis az
A, B, a, ß-t
meghatározni.
A t= 0  kezdőpontra:
és a sebesség
x  =  x.
d x  __ 
~ d f ~
(lemérhető)
Differencziálva a (2)-t t szerint :
- ^ - = - a A e ~ ° ‘- ß B e  P.
A (2) és (3) egyenletek tehát a t —0 pontra: 
x  — x t =  A-\-B,
dx
~dF =  0 =  — a A —ßB.
Ebből kifejezhetők A  és B  a és /5-val
A = — x t
i - ß  ’
B x.
' a - ß ’
úgy hogy a (2) képlet:
a . ßx  =  x , ------ - e~p‘—x j —— í- e~
m
1 a —ß  “ a - ß
Van tehát, ha az x-ei és t-1 ismert értékeknek fogadjuk el
(az 1. ábrán a P  pont) egy egyenletünk két ismeretlennel 
a, /?-val.
Ez egymagában nem elegendő az a, ß meghatározására, 
egy másik hasonló egyenletnek fölírása egy új P1 pontra sem 
segít, mivel az így létrejövő két ismeretlennel ellátott trans- 
cendens egyenletpár gyakorlatilag megoldhatatlan.
Ha emlékezetünkbe hozzuk az előbbi megjegyzést, hogy 
a (2 ) exponencziális görbe nem végtelen idő múlva, hanem 
elég rövid idő múlva már záródik, akkor a csillapodási görbe 
területének bevezetésével és meghatározásával elég egyszerű 
képlethez jutunk az a és ß egymáshoz való viszonyának meg­
állapítására.
A görbe területe:
PLAN1METRIAI ELJÁRÁS CSILLAPÍTOTT MŰSZEREK MOZGÁSI STB. 397
F  — J xd t
0
íc-et (2 a)-ból helyettesítve:
de
ügy hogy:
x t a x , ß




Ha ezt a (2a)-be helyettesítjük és az





rövidítéseket elfogadjuk, akkor a következő alakhoz jutunk:
Ebben már, ha a t és x  a P  pont koordinátái, s mint ilyenek 
ismeretesek, csak az a ismeretlen van.
Ámde még ennek daczára sem oldható meg direkt mód­
szerrel, csakis próbálgatással a regula faisi szerint.
Hogy kevesebbet kelljen próbálgatni, czélszerű megállapítani, 
hogy az x  változása milyen változást okoz az a értékében.
Ezzel eszköz lenne a kezünkben, hogy legalább az első 
találomra való fölvétel után rendes számítási alapon tovább­
dolgozhassunk.
Ekkor ugyanis, ha a választott a értékkel az (5) képlet x'-t 
ad, a mely
egyenletbe helyettesítve, megkapjuk a da javítást.
Ezen eljárást persze mindaddig kell folytatnunk, a míg 
kellő megközelítést nem kaptunk, a míg a gyakorlatban
nem lesz.
A da= f(dx) képlet fölállítása legegyszerűbben történik, ha 
az (5) egyenletet a szerint differencziáljuk:
x  =  me~pat—ne~at.
akkor az
x ' =  dx
értéket a
da = f  (dx)





1 Fa — i x
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A differencziálás elvégzése és némi összevonás után:






És ha még fölveszszük a z :
r(e~at— (p- “t+i 3C_p“í) =  v 
jelölést is, akkor végre:
v ( h « >
Ha pedig az a-t ily módon az (5) és (6 ) képletekből megkap­
tuk, akkor a ß-t a
ß =  P« (7)
képlet adja.
Czélunkat tehát elértük, a mennyiben a (2) képletben is­




A mint az értekezés czíme mutatja, mi nemcsak ezen (2) 
képlet állandóit akarjuk ismerni, vagy jobban mondva, nem  
annyira ennek állandóit keressük, hanem inkább az (1) egyen-
letben előforduló i
G . . . redukált súly,
állandókat.
R . . . fékező erő
Az előbbiek alapján 
hez tartozó




ß = 9 * - - i  r lM L ) M L L i
1 2 6  X \ 2 6 /  6  ’
a kettőt összeadva lesz:
a +  ß = M LCr (8)
Ezen (8 ) képletben ismeretes a, ß, g és ismeretlenek R  és G.
Szükségünk volna még egy egyenletre, hogy ezen értékeket 
szétválaszthassuk.
E végből a műszer mozgó részét megterheljük Ga súlylyal, 
úgy hogy most az általános mozgási egyenlete lesz
fid*.v g dx
dl* 6 +  Gt dt 6 +  Gs
Ennek a megoldása megint csak az
C.,x = 0 .
x  =  Ae~at-\-Be~^
alakot kapja, a h o l:
«*] =  g n  .  /  r g i i
ß j  2 ( G +  Gj) ± r l 2 ( G +  G2)
t-V/
G + G s
Az ép úgy határozható meg most is a Ga terheléshez 
tartozó csillapítási görbéből mint az előbb az a és ß.
Úgy, hogy ismerve a2/93-őt, ezen megterhelés esetére fölír­
hatjuk az :
gRaz +  ßt =
képletet.
A (8 )-at elosztva a (8 a)-val:
6 +  Gä (8a)






s ha már G ismeretes:
2. ábra.
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ü  =  (« + 0 y *  (9ft>
II. Ha a műszer periodikus mozgást végez ugyan, de erősen 
van csillapítva (lásd 2 . ábrát), az előbb levezetett képletek 
ugyan ez esetre is érvényben maradnak, de mivel a discrimi- 
náns most negativ, az a és ß konjugált. komplex számok 
vagyis az
a =  a +  bi 
ß =  a — bi
alakot veszik föl.
Behelyettesítve a (2a) egyenletbe ezeket az alakokat és 
összevonva, kapjuk:
x  =  (cos bt +  ~  sin b t). (1 0 )
És ha ismét az F  területet keressük:
F  =  j  xdt 
o
és ebből:
x. J e~nl cos btdt +  x t y  J sin btdt
2axt
( i i )
(A terület meghatározásánál vigyázni kell arra, hogy az abscissa 
tengely alá eső területek levonassanak a többiekből, és telje­
sen magától értetődik, hogy ugyanez eredményre jutottunk 
volna, ha az a és ß komplex alakjait a (4)-be behelyettesítjük.)
Ebből
(1 0 a)
A (10) egyenletet a (10a) segélyével ismét a regula faisi 
szerint oldhatjuk meg próbálgatás után.
A (10) egyenlet differencziálásából a szerint ismét kapunk 
összefüggést a d x  és da között:




a h o l:
m  =  t
11
da
a x t—aF  
b b F ~
(m cos bt-\-n sin bt),
-  1
a ! x t—aF  
b +  bF
x 1e~at {in cos bt +  n sin bt) — v,
dxda = v
(116)
( H a )
(1 1 )
Ha már most van egy ilyen periodikus csillapodási görbe­
párom (az egyik terhelés nélkül, a másik terheléssel fölvéve), 
akkor a G és R  kiszámítása teljesen a (9) és (9a) képlet sze­
rint történik, csak az
a 7=1 a -}- bi, 
ß =  a — bi,
helyettesítéseket kell elvégezni, a mikor is
a a (9 b)
R  =  2  a —  ,
g
egyenleteket nyerjük.
Azt az esetet is meg tudjuk oldani, ha az összetartozó csil­
lapodási görbe-párokból az egyik (lásd 3. ábrát) aperiodikus, 
a másik pedig periodikus.
Akkor
<T =-- Gaa-\- ß
~2Ö7
R  =  ( a + ß ) - -
g
(9c)
III- Egy pár szóval meg kell még emlékeznünk az aperio- 
dikusság határán lévő esetről is.
Mathematikai és Physikai Lapok. XIX. 29
Xit. ábra.
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Világos, hogy mivel az aperiodikusság határán a discriminans 
nulla
a — ß.
Vagyis, ha egy elemzett aperiodikus görbénél azt találjuk, hogy 
az a és ß értékek közt nincs nagy különbség, bátran azt mond­
hatjuk, hogy a műszerrel túlléptük ugyan már az aperiodikus­
ság határát, de mindenesetre csak igen kevéssé.
Ha valamely műszernél (pl. földrengésjelző) szigorúan ragasz­
kodunk ahhoz, hogy a műszer saját mozgása pontosan az 
aperiodikusság határára legyen beállítva, a következőképen 
járhatunk e l :
A csillapítást először úgy állítjuk be, hogy a csillapodási 
görbe periodikus legyen.
Most fokozatosan növeljük a csillapítást, míg végre aperio­
dikus görbét nem nyertünk.
Kérdés azonban, hogy ez az aperiodikusság határának felel-e 
meg, túlléptük-e már, vagy még innen vagyunk rajta. (Az ilyen 
finomságig menő beállítást a görbe alakjából nem igen tud­
hatjuk meg.)
E végből írjuk föl az aperiodikusság határának megfelelő 
képletet:
x  — (A + B t) e~at.
Az állandók meghatározására:
dx
dt — B e -at—(A+Bl) ae~at
és a í = 0  helyen:
és ezekből
úgy hogy
x  =  x t — A, 
dx
dt — 0  =  B —Aa ,
A  =  x t , 
B  =  x ta,
x  =  ^ ( l + a j c - “'.




Ha tehát az előbb leírt módon nyertünk egy görbét, a mely­
ről tudjuk azt, hogy mindenesetre közel van az aperiodikusság 
határához, de tudni akarjuk, vájjon még innen van-e rajta 
vagy már túllépte, akkor a görbe területéből kiszámítjuk a 
(13) alapján a -1 és megpróbáljuk, hogy az igy nyert (12) egyen­
let megfelel-e a görbének.
Ha egy fölvett t időpontra a (12)-ből x '-i kapunk, holott a 
görbén x  van. akkor:
ha x ' <  m-nél, akkor még nem értük el az aperiodikusság 
határát;
ha x' >  x  nél, akkor már túlléptük az aperiodikusság határát.
Az első esetben a csillapítást kissé még növelnünk kell, a 
másodikban gyengítenünk. Ha már most a G és R  kiszámítá­
sára fölvett csillapodási görbepárból az egyik aperiodikus volna, 
a másik az aperiodikusság határán, akkor a (9) és (9a) kép­
letek átalakulnak :
Az aperiodikusság határán lévő és periodikus görbéknél pedig:
(9 dy
R =  ( a + ß ) j - .
OO 00 00
F  =  J xdt = x t j  e~atdt +  .«j J  ae~atdt 
0 0 0
és az integrálás elvégzése után:
a
(Ugyanezt kaptuk volna, ha a (4i-be ß= a-1 helyettesítünk.)
A mint látjuk, itt a terület meghatározása képessé tett 
minket az egyenlet azonnal való megoldására:
a =  -=p-. (13).
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G =  -  G* ,
— -  1
a (9e)
R =  ia  —  -
9
Lássunk mindezen eljárásokra számpéldákat. Mivel változ­
tatható csillapítással ellátott földrengésjelző inga nem állott 
rendelkezésemre, egy kis olajcsillapítással ellátott ingát im­
provizáltam.
A csillapodási görbéket fotográfiái úton regisztráltam oly 
módon, a mint azt értekezésem kezdetén leírtam.
Az /. ábrán látható két összetartozó aperiodikus csillapodási 
görbe. Az 1. számú görbe terhelés nélkül, a 2. számú 6r2= 200  gr. 
terheléssel vétetett föl.
A 2. ábrán periodikus csillapodási görbepár van. A 3. számú 
görbe terhelés nélkül, a 4. számú =  200 gr. terheléssel 
fölvéve.
A 3. ábrán az 5. számú aperiodikus görbe terhelés nélkül 
a 6 . számú periodikus görbe G9 =  500 gr. terheléssel van 
regisztrálva.
A görbék egyenleteinek megállapítására fölhasználtuk a 
planiméterrel meghatározott területeket (periodikus görbéknél 
az abscissatengely alatt lévő terület levonódik!) és a görbéken 
megjelölt P  pontok koordinátáit. Planiméter hiányában igen 
alkalmasnak bizonyult a mérlegelési eljárás, a mely szerint a 
területet kivágjuk lehetőleg egyenletes papírból és a súlyából 
következtetünk a nagyságára. Ez esetben a görbének az abs­
cissatengely alá eső részeit a másik mérlegcsészébe kell ten n i!
Az 1. tabella adja az aperiodikus görbék számítását és a 
számításhoz való képleteket könnyen áttekinthető alakban, a 
2 . tabella pedig a periodikus görbékét.
Az így meghatározott egyenletek az ábrákon a görbék fölé 
vannak írva.
A mi már most a G és R  számítását illeti (minden C. G. S. 
egységben):
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a) Az 1. ábra görbéire (9)-ből: 
200G = 1-5+0-121
0-9+0-2




=  420 gr..
=  0‘696 gr. pro cm. sebessége
b) A 2. ábra görbéire (9ö)-ből: 
200G — 0-15 =  400 gr.,
o-io
1
400R =  2.0*15 • - =  0"122 gr. pro cm. sebesség.
c) A 3. ábra görbéire (9c)-ből:
500G =
0 -8 + 0-2
2.0-228
=  420 gr.,
— 1
420R =  (0 -8+0-2 ) -^ t~ =  0*428 gr. pro cm. sebesség.
Büky AuréL
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A 10. és 11. képletek kiszámításához szükséges értékek A 10. és 11-bői kapjuk
G f a?™ cm sec ítcm lGec a 8“ -1 ax  j l a x , aF tta F b a
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x t — (iF
~ b V ~ ■).
x t—aF -r i - a F \ 
bF I
v =  Xyß at (m cos bt -f- « sin bt),
x ' =  x te~at (cos bt -f- i sin btj




A Mathematikai és Physikai Társulat XVII. tanuló-
versenye.
A  folyó év i o k tó b er  h ó  8 -á n  tartott XVII. ta n u ló v e r se n y r e  B u d a ­
p e ste n  4 8 , K olozsvártt 7 k ö zép isk o la i é re ttség i v iz sg á la to t  te tt v e r se n y z ő  
je le n tk ez e tt . A v e rsen y  m in d k ét h e ly e n  eg y id ejű leg  zárt h e ly iség b en , a  
T ársu la t sz á m o s tagjának  fe lü g y e le te  é s  e lle n ő r z é se  m e lle tt, sz a b á ly ­
sz e r ű e n  fo lyt le . A  v ersen y  lefo lyásáró l m in d k ét h e ly e n  fe lvett je g y z ő ­
k ön yv  sz e r in t a  té te le k  k id o lgozására  e n g ed ett 4  ó ra i idő  alatt B u d a ­
p e ste n  2 9 , K o lozsvártt 3  do lgozat a d a to tt  be. A  m ú lt  é v h e z  v iszon y ítva  
a  versen yzők  sz á m a  eg y g y e l Togyott, e lle n b e n  a b ea d o tt d o lgozatok  sz á m a  
9 -c z e l  n övek ed ett.
H a a m ú lt é v b e n  m é g  azt h ih e ttü k , hogy á v e rsen y ző k  szá m á n a k  a  
korább i .v e r se n y e k b e n  résztv ev ő k éh ez  k ép est te lje s  3 0  száza lék k al va ló  
e s é s e  az új M ű eg y etem  k éső i m eg n y itá sá v a l m a g y a rá zh a tó , ezen  e sé sn e k  
im m á r  k ét é v en  á t  való  á lla n d ó sá g a  m ély e b b en  fe k v ő  okokra u ta l. 
K érem  is  a v ersen y e in k b en  é r d e k e lte k e t, h ogy  e z  o k o n  e lm é lk e d n i  
sz ív esk ed jen ek .
A  k itű zött té te lek  a  következők  vo ltak  :
1. B izon y íttassék  be , h ogy
— 2  ab +  be +  ca 1, 
h a
a2-fö-2+ c2=  1
é s  a, b, c va lós sz á m o k .
2. L eg y en ek  a, b, c, d  oly e g é sz  szá m o k , h o g y  az
ac, bc+ ad, bd
sz á m o k  m in d e g y ik e  oszth a tó  az*u  e g é sz  sz á m m a l;  b izo n y ítta ssék  be, 
h o g y  akkor be é s  ad  k ü lö n  is o sz th a tó k  w-val.
3 . V alam ely  h á r o m sz ö g  egyik  sz ö g e  1 2 0 ° ;  e  sz ö g e t  b ezá ró  két o ld a l  
m érő szá m a  a é s  b. M ekkora (a -v a l é s  b -ve l k ife jezv e) a  1 2 0 ° -o s  sz ö g  
szö g fe lező je  ?
A v ersen y d o lg o za to k  n yom b an  a v e rsen y  b e fe je z é se  u tá n  le p e c sé te l-
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tettek  é s  e lő z e te s  b írá latra  R á tz  L ászló  ig a z g a tó  úrnak  a d a tta k  k i. 
A  te ljes  b írá ló  b izottság ü lé s é r ő l  é s  h a tá ro za tá l ó l az alábbi je g y z ő k ö n y v  
szá m o l be.
Jegyzőkönyv
a XVII. ta n u ló v e r se n y e n  b e a d o tt  m a th e m a tik a i d olgozatok  e lb ír á lá sa  
ü g y é b e n  1 9 1 0 . év i ok tób er  h ó  3 0  á n  tartott ü lé sr ő l. Jelen  v o lta k : B eke  
M anó, É b er  Jó zse f, K ön ig  G y u la , K opp L ajos, K ö v eslig eth y  R a d ó , Kür- 
sch á k  J ó zse f, R ad os G u sztá v , S ze k e re s  K á lm á n  é s  R átz L á sz ló  e lőad ó .
A  ta n u ló v e r se n y e n  B u d a p e s te n  4 8 , K o lo zsv á r tt 7 fő isk o la i h a llg a tó  
vett részt. A  b ead ott d o lg o z a to k  szá m a  B u d a p e s te n  2 9 , K o lozsvártt 3 .
A z e lő a d ó  a v e rsen y  e re d m é n y é r ő l b e sz á m o l, m ire  a  b izo ttsá g  a  
d o lg o za to k a t b e h a tó a n  m e g v iz sg á lja  é s  a k ö v e tk ező  h a tá ro za to t h o z z a :
A  b izo ttsá g  sajn álatta l lá tja , h o g y  az id e i  v e rsen y  e r e d m é n y e  n e m  
érte  e l a m e g e lő z ő  v e rsen y ek  sz ín v o n a lá t, a  m e n n y ib e n  a v e r se n y té te le k  
k özü l a  m á so d ik a t eg y  v e r se n y z ő  se m  tu d ta  m eg o ld a n i. E z o k b ó l a  
b izo ttság  az  e lső  díj k ia d á sá t n e m  h ozh atja  javasla tb a . S e b e s ty é n  Ö dön  
az im p u r u m b a n  a m á so d ik  té te lle l is  m e g p r ó b á lk o z o tt  u g y a n , s  h e ly e s  
ú to n  in d u lt  a n n a k  m e g o ld á sá r a , d e  e r e d m é n y r e  m é g  se m  ju to t t ,  m iért  
is  a fe la d a to t a tisz táza tb a  fe l s e m  vette , a  m i m utatja , h o g y  a  fe lad at  
n e h é z sé g e it  fe lism e rte . V e le  e lle n té tb e n  a  tö b b i versen yzők  a  tö r ed ék es  
k ísé r le tek e t te lje s  é r té k ű  b iz o n y ítá so k n a k  v e tté k , a n é lk ü l, h o g y  a  f e l ­
adat l é n y e g é t  m e g ism e r té k  v o ln a . E zen  o k o k n á l fogva  a  bizottság. 
S e b e sty é n  Ö d ö n  d o lg o z a tá n a k  m ásod ik  r é s z é t  is  a több i versen yzők , 
d o lg o z a ta i fö lé  he lyez i. M in th o g y  p ed ig  S e b e s ty é n  Ö dön az e ls ő  é s  h a r ­
m ad ik  fe la d a to t k ifo g á sta la n u l o ld otta  m e g  é s  d o lg o za tá n a k  fo g a lm a z á sa  
is  sza b a to s , a  b izottság  ja v a so lja , h ogy  a m á so d ik  díjjal S e b e s ty é n  Ö dön , 
a  n a g y v á ra d i p rem o n tre i fő g y m n a s iu m  v o lt n ö v e n d ék e , B e r tr a m  B rú n ó  
fő g y m n a s iu m i tanár ta n ítv á n y a  ju ta lm a z ta ssá k . Az a rá n y la g  jo b b  d o l­
g ozatok  k ö z ü l a  b izo ttsá g  m e g e m lít i  S tärk  M ór, S zid on  S im o n , S im -  
k o v ics E n d re  d o lgozata it.
B u d a p e st , 1 9 1 0 . év i o k tó b e r  h ó  3 0 -á n .
Rátz l.ászló, e lőad ó. König G yula, e ln ö k .
A  f. é v i  n o v e m b e r  h ó  1 0 -é n  tartott v á la sz tm á n y i ü lé s  e  j e le n té s t  
h e ly e s lő le g  tu d o m á su l v e t te  é s  a ja v a sla th o z  e g y h a n g ú la g  h o z z á já ru lv á n ,  
azt h a tá r o z a ttá  e m elte .
*
A  v á la sz tm á n y i ü lé s t  k ö v e tő  r en d e s  ü lé s e n  báró E ötvös L o rá n d  e ln ök  
átad ta  S e b e s ty é n  Ö d ö n n e k  n é h á n y  ü d v ö z lő  é s  buzd ító  sz ó  k ísé r e té b e n  
a dijat, m e g b ízv a  a  n y e r te s t , h ogy  a T á r su la t  ü d v ö z le té t  v ig y e  v o lt  
tan árán ak  is .
A Mathematiken és Physikai Társulat XVII. versenyén 
b. Eötvös-díjjal jutalmazott dolgozat.*
Sebestyén Ödön dolgozata.
1. B izo n y ítta ssé k  b e , h ogy
ha
é s
v a ló s  sz á m o k .
— b ^ a b + b c + a c  5S 1, 
a, b, c
Bizonyítás. 





aa+i>2+ c 2 =  (a + b + c )^ — 2  ab— 2 be— 2ac =  
2<7?) +  2 öc4 -2 c(í =  (a + b+c)2— 1. 
(« + 6  +  c)2 ^ 0 ,
2r<í>+26c +  2c« 2? ■— 1,
—|  ^  ab +  be +  ca.




(a— h)2 ^ 0 ,
{b— c )2 ^ 0 ,
(c— a )2 i>  0,
2ab + 2be +  2ea £  2,
a b + f c c - t - c a  ^  1.
A dolgozat változtatás és javítás nélkül közöltetik. Szerkó
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III. V a la m ely  h á ro m szö g  e g y ik  szö g e  1 2 0 °  ; e  szö g e t b e z á ró  k é t oldal 
m é r ő sz á m a  a é s  b. M ek kora  a -v a l é s  6 - v e i k ifejezve a  1 2 0 ° - o s  szög  
s z ö g fe le z ő je  ?
J e lö ljü k  a h á ro m szö g  te r ü le té t  í  ve l, a k k o r
a  hol
tehát
a  h o n n a n
. . r r
2 í  =  ab s in  y — av sin  - -  bv s in  ' -  ,
r  =  120°,
T Ts in  r  =  2  sin  ~  c o s  ,' 2  2
T T T T2 ab sm  —■ c o s  ~  —  av s in  +  bv s in  ,
2 ab c o s
(a+b)
láb  . ab
a + b  a+ b
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N o u v e lle  m é th o d e  d e  p r é v is io n  du te m p s  p ar Gabriel Guilbert„ 
L a u réa t du  C o n c o u r s  In tern a tio n a l d e  L iege, se c r e ta ir e  d e  la  c o m m is ­
s io n  m é té o r o lo g iq u e  d u  C alvados. A v e c  u n e  p réface  p ar Bernard Brdnhes,. 
d ir ec teu r  d e  l ’O b servato ire  d u  P u y  d e  D öm e. P a r is , 1 9 0 9 .
M int a  te r m é sz e ttu d o m á n y o k  á lta lá b a n , a m e te o r o lo g ia  is  a m in d e n ­
n a p i é le t  sz ü k sé g le te in e k  h atása  a la tt k e letk ezett. T e n g e rp a rto n  a h a jó s -  
m ák, term ő v id é k e k e n  a g a z d á n a k  n a g y o n  m e g k ö n n y ít i  a d o lgá t, h a  
tudja , h o g y  m ily e n  id ő t várhat. S o k  fe le s leg e s  p r ó b á lk o zá stó l m e g sz a b a ­
d u l, id ejét jo b b a n  fe l tudja h a s z n á ln i és a z o k n a k  a károkn ak  s in c s  
k itév e , a  m e ly e k e t  az időjárás v iszo n ta g sá g a i o k o z h a tn a k , k ü lö n ö se n , h a  
váratlan u l á lln a k  be . M ert a  sz a b a d b a n  é lő  e m b e r  n e m c sa k  a  m a g a  
tap aszta la ta i, h a n e m  az apáról f iú r a  szá lló  ta p a szta la ti h a g y o m á n y o k  
a lap ján  is tu d  v a la m i k ö v e tk ez te té st v o n n i az id ő já rá s várható  e s e m é ­
n y e ire , d e  ezek  a  k ö v e tk ez te té sek  n e m  job b ak , m in t  m á s ta p a sz ta la ti  
sza b á ly o k  é s  so k sz o r  b eá lln ak  h ir te le n , e lőre  n e m  lá to tt vá lto zá so k . 
S z ü k sé g  v a n  te h á t sz igorú  tu d o m á n y o s  v iz sg á ló d á so n  a la p u ló  e lv e k r e  
tá m a szk o d ó  id ö jó slá sra  és e n n e k  az  érd ek eit sz o lg á lja  a  m e te o r o lo g ia .
A  m e te o r o lo g ia  a  te rm é sz e ttu d o m á n y o k  á lta lá n o s  fe lle n d ü lé se  id e jén ,, 
a  X IX . század  fo ly a m á n  k ezd ett te r m é sz e ttu d o m á n y n y á  válni. A la p ja , 
m in t  m á s te rm é sz e ttu d o m á n y o k n a k , a m e g fig y e lé s  é s  k isér le t, d e  v e le  
sz e m b e n  a gya k o rla t sü rgetőb b , n e m  várjuk m e g , m íg  a tu d o m á n y  t e l ­
j e s e n  k ifejlőd ik , h a n e m  tek in te t n é lk ü l fe jle ttség i fok ára , jó slá st, g y a k o r ­
la ti t e v é k e n y sé g e in k h e z  irán yítást v á ru n k  tő le . E n n ek  a  v á ra k o zá su n k n a k  
a z o n b a n  e d d ig e lé  vajm i k ev éssé  tu d o tt  a m e te o r o lo g ia  m e g fe le ln i, b á r  
e l k e ll ism e r n ü n k , h o g y  ez a tu d o m á n y  is  k ivette  r é s z é t  abb ól a  n a g y ­
a r á n y ú  h a la d á sb ó l, a  m elyet a  te r m é sz e tr e  v o n a tk o zó  ism e r e te in k  te tte k  
a  X IX . század  fo ly a m á n . A lap os v iz sg á la t  tárgyává te tte  a  légk ör  j e le n ­
s é g e it ,  a lev e g ő  n y o m á sá n a k  a vá lto zá sa it, k u ta tta  a  h ő m é r sék le t  é s  
n e d v e ss é g  fü g g ő le g e s  irán yb an  való  vá ltozása in ak  tö r v é n y sz e r ű sé g é t , m e g ­
f ig y e lte  a  k ü lö n b ö z ő  sze lek  k e r in g é sé t . H ogy k ö v e tk e z te té se it  m e n n é l  
sz á m o sa b b  é s  m e n n é l  p o n to sa b b a n  m e g fig y e lt  té n y e k r e  a lap ítsa , sz á m o s
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jó l  fe lszere lt á l lo m á s  k e le tk ez e tt , ezek  táv író  ú tjá n  k özü k  é sz le lé se ik e t  
eg y -eg y  k ö z p o n tta l, a  h o l az a d a to k  ö ssz e v e té sé b ő l állítják ö ssz e  a  jó s ­
lá s t  a k ö v e tk e z ő  2 4  órára.
E n n ek  a z  id ő jó slá sn a k  ig a z i alapja a lé g n y o m á s  e lo sz lá sa  a föld  
fe lü le tén . A  fo ly to n o ssá g  e lv é b ő l is  k ö v etk ez ik , h o g y  a lé g n y o m á s  n e m  
u g r á ssze rű en  v á lto zik , h a n e m  h a  a föld eg y  h e ly é n  a  b a r o m é te r  á llá sa  
7 5 5  m m , le s z n e k  e  h e ly  k ö z e lé b e n  m ás h e ly e k  is, a h o l u g y a n e n n y it  
m u ta t a  b a r o m é te r . E zek et a  h e ly ek et a té r k é p e n  fo ly to n o s v o n a lla l 
köthetjük  ö s s z e  é s  az így k a p o tt  sza b á ly ta la n , töb b n y ire  zárt g ö r b é t  
n ev ezzü k  izobárnak. Az izo b á r  m e n tén  te h á t  a  lég n y o m á s  m in d e n ü tt  
u g y a n a z , e g y ik  o ld a lán  n a g y o b b , a m á sik o n  p e d ig  k isebb . H a  a  té r ­
k ép en  5  m m -r ő l  5  m m -re  m egrajzo lju k  az izo b á ro k a t, m e g k a p ju k  azt 
a  v o n a lr en d sz e r t , a  m elyre a z  e g é sz  id ő jó slá s lé n y e g é b e n  tá m a sz k o d ik . 
A z ilyen v o n a lr e n d sz e r b e n  k é t  fon tos a la k u lá s  le h e t. E lő fo rd u lh a t az, 
h o g y  az e g y m á s  köré záród ó , k o n cz e n tr ik u s von a lak  k ö zü l a  le g b e lső  
je lz i a le g a la c so n y a b b  lé g n y o m á sú  h e ly e k e t  é s  a  több i v o n a la k  k ife lé  
m en v e  fo k o z a to sa n  n agyob b  n y o m á so k a t j e le z n e k . Ilyen k or azt m o n d ju k , 
h o g y  a té r k é p  e z e n  h e ly én  a la c so n y  n y o m á s , depresszió (c ik lo n )  u ra l­
kod ik. A z a  h e ly , a h o l a lé g sú ly m é r ő  h ig a n y o sz lo p a  a leg a la c so n y a b b ,  
a z  a la cso n y  n y o m á s  k ö z é p p o n tja . V iszon t, h a  a k o n c z e n tr ik u s  v o n a l­
r en d szeren  a  n y o m á s b e fe lé  n a g y o b b o d ik , a  h e ly z e t  n eve  m a g a s  n y o m á s , 
m axim um  vag y  a n tic ik lo n  é s  a  v o n a lr en d sz e r  a m agas n y o m á s  va la ­
m ely  k ö z é p p o n tjá t  zárja k ö z b e . A m e te o r o lo g ia i m eg fig y e lé sek  fő fe lad ata  
az a la cso n y  é s  m agas n y o m á s  e z e n  k ö zép p o n tja in a k  m e g á lla p ítá sa , m ert  
a  légk öri j e le n s é g e k  le fo ly á sá t eze k n ek  a  h a tá sk ö z ép p o n to k n a k  a  visel 
k ed éséb ő l k e ll  é s  leh e t e lő r e lá tn i.  E zek k ö z ü l is  a d e p r e ssz ió n a k  van  
nagyob b  fo n to ssá g a . A  lé g n y o m á s  változása, a  m a x im u m o k  é s  d ep ressz ió k  
v on u lása  h a tá r o z z a  m eg á lta lá b a n  a  sz e le k  e r e jé t  é s  irán yát, a  h ő m é r ­
sék le ti v isz o n y o k a t , de fő le g  a levegő  n e d v e s s é g i  á llap ota , a  lég k ö r  
fe lh ő ssé g e  a z  e ső  és sz é p  id ő  a  d ep ressz ió  m a i é s  h o ln a p i h e ly z e té tő l  
függ . A  m a x im u m b a n  a  lé g n y o m á s  csak  la s sa n  é s  k is m é r té k b e n  v á l­
to z ik , m íg  a  d e p r e ssz ió  t e r ü le té n  erősebb v á lto zá so k  is  gy o rsa n , v á ratlan u l 
k ö v etk ezn ek  b e ; a d e p r e ssz ió  m o z g ék o n y , k ö n n y e n  vá ltozta tja  h e lyét, 
m íg a m a g a s  n yom ás á lla n d ó b b . A m a x im u m  e n y h e , sz é p  id ő v e l j á r ; 
a szé l é s  le c sa p ó d á s  a d e p r e ssz ió  kísérője. M e n n é l m élyeb b  a d ep r e ssz ió  
é s  m e n n é l k ö z e le b b  v a g y u n k  az  a lacson y  n y o m á s  k ö z é p p o n tjá h o z , an n á l 
erőseb b  a  s z é l,  irán yát p e d ig  Buys-Ballot sz a b á ly a  így h a tá ro zza  m e g : 
m in im u m  k ö r ü l az  észak i fé lte k é n  job b ró l b a lra , az ó r a m u ta tó  já rá sá ­
val e lle n te t t  irá n y b a n  k e r in g e n e k  a sz e le k , ú g y  h ogy irá n y u k  érin tő je  
a  k o n c z e n tr ik u s  izo b á ro k n a k . P o n to sa b b a n  v év e , ezek  a s z e le k  e lh a j­
la n a k  az é r in tő tő l  1 0 ° — 4 0 ° - n y ir a  a k ö z é p p o n t fe lé , úgy  h o g y  a  sz é ln e k
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a  k ö z é p p o n t fe lé  irá n y u ló  a lkotója  van . E z é r t  n e v e zh etjü k  az ilyen  
d e p r e ssz ió h o z  tartozó sz e le k e t  konvergens szeleknek. A m a x im u m  k özü l  
a  sz e le k  á lta lá b a n  az ó r a m u ta tó  járásával e lle n k e z ő  irán yb an  k e r in g en ek  
é s  az é r in tő tő l való e lh a jlá su k  ép e lle n k e z ő  é r te lm ű , m in t a  d ep ressz ió  
e se té n . L á tszó la g  te h á t e z e k  a sze lek  a m a g a s  n y o m á s k ö z é p p o n tjá b ó l 
in d u ln a k  ki, ezért m o n d ju k , h o g y  ezek  divergens szelek. M in th o g y  ezek  
az e ln e v e z é s e k  okozták  az  ism e rte ten d ő  új m ó d sze r  a lk a lm a z á sá b a n  a  
leg tö b b  n e h é z sé g e t ,  h e ly é n  való  lesz  m á r  it t  rám u tatn i arra, h o g y  m i 
o k o z h a t n é z e te lté r é s t , i l le tv e  n e h é z sé g e t . H a  a  m agas n y o m á s  csak  
v isz o n y la g o s , a m ikor k é t  vagy több d e p r e ssz ió  között e lh ú z ó d ó  te r ü ­
le te k e n  v a n  csak v a la m iv e l m agasab b n y o m á s , az egy ik  d e p r e ssz ió ra  
n ézv e  k o n v e r g e n s  sz e le k  a  m ásikra  v o n a tk o zó la g  d iv erg en sek .
M in th o g y  teh át az id ő já r á s  a lak u lása  e ttő l a  k é tfé le  lé g n y o m á s i h e ly ­
z e ttő l fü g g , az  idöjóslás fe la d a tá t akkor o ld ju k  m e g , h a  a m a i lé g n y o m á s i  
á lla p o to k b ó l e lőre  m e g  tu d ju k  á llap ítan i, h o g y a n  oszlik  e l m ajd  a  lé g ­
n y o m á s 2 4  óra  m ú lva , m e ly  v id ék ek en  le sz  d e p r e ssz ió , i lle tv e  m a x im u m .
A d e p r e ssz ió k  a fö ld  k e r in g ése  fo ly tán  á lta lá b a n  n y u g a tr ó l keletre, 
ille tve  p o n to sa b b a n  v év e  n y u g a t-d é ln y u g a tr ó l k e le t-é sz a k k e le t  fe lé  h a la d ­
nak . T ö r té n te k  k ísér le tek  arra n ézve  is, h o g y  ö sszeá llítsá k  a zo k a t az 
utakat, a  m e ly ek et leg g y a k ra b b a n  k ö v etn ek  a  d ep ressz iók , h is z e n  e m lí­
tettü k , h o g y  a  m a x im u m o k  aránylag  á lla n d ó b b a k  é s  m iv e l tu d ju k , h o g y  
a z  a la c so n y  lég n y o m á sú  h e ly e k  k özü l, m e ly e k e n  fe lh ő s  r e n d e s e n  az é g ,  
m e rr e  d ú ln a k  viharok , h o l  szá ll le , i lle tv e  em elk e d ik  a  h ő m é r sé k le t ,  
h o l le g e r ő s e b b  a sz é l é s  h o l leszn ek  csa p a d ék o k , h a  tu d ju k  e lő r e  a 
d e p r e ssz ió k  útját é s  a  m a x im u m o k  h e ly z e té t ,  m e g  van o ld v a  az id ő ­
jó slá s fe la d a ta . A  s ta tisz tik a i m ód szer  a z o n b a n  n e m  váltotta  b e  a  h o z z á  
fű zött r e m é n y e k e t , m ert a d ep ressz ió k  v o n u lá sa  a n n y ira  sz a b á ly ta la n ú l  
változó, h o g y  tö r v én y sze r ű sé g e k  m e g á lla p ítá sa  n e m  sik erü lt. A  m e te o r o ­
ló g ia  e z é r t  a legú jab b  id ő k ig  n e m  tud ott a  g y a k o r la ti é le t  k ív á n a lm a in a k  
m e g fe le ln i. C so d á la tra m éltó  m egfigye lő  á llo m á so k  a p o n to s  a d a to k  r e n ­
g e te g  h a lm a z á t  szo lg á lta tjá k  a  világ m in d e n  részérő l é s  m é g is ,  e z t  az 
é r té k e s  ta p a sz ta la ti a n y a g o t  n e m  le h e te tt  jó s lá so k  form ájáb a  ö n te n i.  
A g y a k o r la ti é le t  sü r g e té sé r e  a d o tt ugyan  m in d ig  jó slá so k a t a m e te o r o lo g ia ,  
d e  jó s lá sa in a k  csak v a ló sz ín ű  érték e  volt. V o lta k  ü g y es m e te o r o lo g u so k ,  
a  kik e g y  h o s sz ú  é le t  ta p a szta la ta i é s  e g y e s  tap aszta la ti sz a b á ly o k  a la p ­
já n  a r á n y la g  e lé g  h e ly e s  jó s lá s t  tudtak c s in á ln i,  d e  n e m  tu d tá k  e ljá rá ­
su k at e lv i a lap ok ra  fe k te tn i, n e m  tudták ta n íta n i,  h o g y  m u n k á s  u tód ok  
továb b  fe jle sz th e tték  v o ln a . A  k lasszik u s m e te o r o lo g ia  le g k iv á ló b b  k é p ­
v ise lő i (A ngot, Mascart, van Bebber, H ildebrandsson, V incent s tb .)  is 
e lism e r ik , h o g y  a m e te o r o lo g ia  p o n to sa n  m e g o k o lh a tó , é s z sz e r ű  jóslást  
a d n i n e m  tu d , m ert e g y á lta lá n  n e m  ism e r i a  dep ressz ió  a la k u lá sá n a k ,
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fe n n m a r a d á sá n a k , s e b e ssé g é n e k , m o z g á sirá n y á n a k , sú ly o sb o d á sá n a k  v a g y  
e n y h ü lé sé n e k , i lle tv e  m e g sz ű n é sé n e k  a törvén yeit. H o g y  le h e s se n  o lyan  
j e le n s é g r ő l e lőre  sz á m o t  adn i, a m in e k  az okát n e m  ism erjü k . «A s z i ­
n o p tik u s  térk ép ek  v izsg á la tá b ó l —  írja a  b elga  V incent —  k ö v etk ez te t­
h e tü n k  a h ő m é r sék le tv á lto zá so k , ta r tó s  eső k  vagy sz á ra zsá g o k  és v iharok  
közvetlen okára. E z az  ok  a lé g n y o m á s  vá ltozó  e lo sz lá sa  a föld fe lü le té n .  
T o v á b b  n em  v e z e t b e n n ü n k e t  a  tu d o m á n y . D e az k é tsé g te le n , h o g y  h a  
a k á rm ily en  é g i vag y  fö ld i j e le n s é g  b efo lyássa l van  a z  id ő re , ez  a  b e ­
fo ly á s  csak  k ö z v e te tt  é s  azért v a n , m ert akár k ö z v e t le n ü l, akár m á s  
té n y e z ő k  k ö z v e títé sé v e l a  lev eg ő  n y o m á s á n a k  a fö ld  fe lü le té n  való b iz o ­
n y o s  e lo sz lá sá t h o z ta  lé tr e» . A m in t  e b b ő l is lá tjuk , a  m e te o r o lo g ia  fe l­
a d a ta  az v o ln a , h o g y  a lé g n y o m á s  v á lto zá sa in a k  o k á t kutassa , e z t  a  
fe la d a to t a z o n b a n  a  k la ssz ik u s m e te o r o lo g ia  e d d ig e lé  n e m  tudta  m e g ­
o ld a n i. A  jó s lá so k  e g y é n i  k é p e ssé g e k e n  a lap u ln ak  é s  a  leg tö b b szö r  a lig  
fo g la ln a k  m a g u k b a n  m á st, m in t a  m ár meglevő id ő t. A  legtöb b  n a g y  
v ih a r  az  u to lsó  2 0  é v  a la tt v á r a tla n u l k öv e tk ezett b e .
Harmincz évi kutatás, elméleti és gyakorlati munkásság alapján áll 
most a világ elé G uilbert egy űj módszerrel, a melyről azt állítja, hogy 
szigorúan elvi alapokon épül fel és így akárkinek a  kezében is ép oly 
sikerekre vezet, mint a milyeneket ő ért el ezalatt a három évtized 
alatt. A  míg a régi eljárással a jóslások 1 0 — 2 0 % -a  is alig válik be, 
G uilbert azt állítja, hogy az ő módszere alapján legalább az esetek 
75%-ában helyes jóslást lehet adni. De a legfontosabb előnye mégsem 
ebben, hanem az elvszerűségében van : elvégre is ez a módszer sem  
csalhatatlan, akármilyen szigorúan alkalmazzuk is szabályait, előfordul­
hatnak váratlan viharok, vagy más előre nem látott események. De 
minden esetben megtudjuk adni az okát, hogy miért nem volt helyes 
a jóslás, miért nem láthattuk előre a  bekövetkezett változásokat. Nem 
ez az első fellépése GuiLBERTnek, mert eltekintve attól, hogy rendszerét 
az utolsó 20 év alatt többször ismertette és bocsátotta a szakemberek 
bírálata alá, ezenkívül a Liégeben rendezett nemzetközi időjóslási ver­
senyen is sikerült módszerének kiválóságát beigazolni. Lássuk tehát 
miben áll ez a módszer.
G uilbert m a g a  m o n d ja  m eg , h o g y  rövid  h a tá r id ő re  szó ló  id ő jó slá si 
m ó d sze re  a  normális szél e lv é n  a la p sz ik . Normális az olyan szél, a 
melynek erőssége egyenesen arányos a barométrikus gradiens értéké­
vel. M in d en ek e lő tt a  b a ro m étr ik u s g r a d ie n s  fo g a lm á t akarom  m e g v ilá ­
g íta n i. A  m a g a s  n y o m á s  k ö z é p p o n tjá b ó l k iin d u lv a  ha lad ju nk  az  
izo b á ro k ra  m e r ő le g e s  v o n a lo n , a k k o r  e z e n  v on a l m e n té n  a  lég n y o m á s  
fo k o z a to sa n  c sö k k e n . A lé g n y o m á sn a k  e g y  aequatori fokra (111  k m .)  
eső' c sö k k e n é sé t  vá lasztju k  m é r té k ü l é s  ez t n e v e z z ü k  b a ro m étr ik u s
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gradiensnek. Mennél nagyobb ez a gradiens, annál erősebb szelek kerin­
genek a depresszió középpontja körül, de minden gradiens-értéknek 
megfelel egy bizonyos szélerősség, a melyet a tapasztalat alapján ezen 
érték mellett normálisnak tekinthetünk. Anomáliák azonban gyakran 
észlelhetők mindkét irányban; lehetnek a szelek erősebbek vagy gyen­
gébbek a normálisnál. Ha a gradiens egy aequatori fokra 1 m m ; az 
ennek megfelelő normális szél erőssége 2 abban az általánosan hasz­
nálatos BEAUFORT-féle skálában, a melyben 0 jelzi a szélcsendet és 9 a 
nagy vihart. Fokonkint 2 mm. giadiensnek megfelelő normális szél­
erőssége 4, a 3 mm-nek megfelelőé 6 . Ha tehát a szél erőssége 5, ez 
magában véve még nem jelent semmit, mert 3 mm. fokonkénti gradiens 
mellett ez a szél nagyon is gyenge, míg kisebb (1— 2 mm.) gradiens 
esetén túlságosan erős.
Pusztán a szélnek a talaj fölött való erősségéből és a barométrikus 
gradiensből már meg lehet állapítani a légnyomás közeli változásait. 
A depresszióban ugyanis kétféfe erő működik: a gradiens czentrifugális 
erőt képvisel, a szél czentripetálist. Normális szél esetén ez a két erő 
egyensúlyban van és ezért a levegő nyomása csak kevéssel változhatik. 
Ha azonban a depresszió egyetlen pontjában ezen erők akármelyiké 
túlsúlyban van, az egyensúlyi állapot megbomlik és a levegő nyomása 
nagyobb mértékben változik. Ha a szél a normálisnál erősebb, a baro­
méter emelkedni fog, ha pedig gyengébb, a barométer sülyedni fog, 
a depresszió mélyebb lesz. B runhes ezt a következtetést fejezi ki az első 
szabályban azon három közül, a melyekben ő a GuiLBERT-féle módszer 
lényegét összefoglalja : Az olyan depresszió, a m ely a rendesnél erősebb 
szeleket kelt, többé-kevésbé gyorsan megszűnik.
Ha a depresszió körül a szél mindenütt túlságosan erős a gradiens 
értékéhez képest, a depresszió összébb szorul és megszűnik. Ez azon­
ban csak ritkán történik így. Gyakoribb az az eset, hogy egy vagy több 
oldalon a depressziót a rendesnél erősebb szelek veszik körül, viszont 
más oldalon túlságosan gyengék, vagy legalább is normálisak. Ilyen 
esetben a depresszió elmozdul helyéből. Minthogy pedig a rendesnél 
erősebb szelek mintegy korlátot vonnak előtte, szinte természetes, hogy 
a depresszió abban az irányban mozog, a merre kisebb ellenállásra 
ta lá l; az ellenállás pedig ott kisebb, a hol aránylag gyengébbek, vagy 
az alacsony nyomás szóban forgó középpontjára nézve divergensek a 
szelek. így kell érteni a GuiLBERT-féle második szabályt, a mely B runhes 
fogalmazásában így szól: A depresszió a kisebb ellenállású tájak felé 
mozog.
Látjuk tehát, hogy a normális szél elvével raczionális és biztos 
alapot nyerünk nemcsak arra, hogy előrelássuk a levegő nyomásának
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'változásait, h a n e m  an n ak  a m eg h a tá ro zá sá ra  is , h o g y  va lam ely  d e p r e ssz ió  
sú ly o sb o d ik -e  v a g y  sem , e lp u s z tu l-e  vagy m é g  m é ly e b b é  vá lik , v is sz a ­
fe lé  m e g y -e  v a g y  tö b b é -k e v é sb é  szab á lyos p á ly á n  e lő r e  fog-e  t ö r n i .  E lég  
jó  m e g k ö z e líté s s e l m e g á lla p íth a tju k  ezen k ív ü l m é g  az t a h e ly e t  is ,  h o g y  
h o l lesz  2 4  ó ra  m ú lva  az a la c s o n y  n y o m á s k özép p on tja . S z ó v a l m e g  
tud ju k  o ld a n i a  d ep ressz ió k  h á r o m  nagy p r o b lé m á já t:  m é ly s é g ü k e t ,  
to v á b b á  m o z g á su k  irán yát é s  s e b e ssé g é t .  D e  m é g  tovább is  m e h e tü n k .  
F elv e th e tjü k  a z t  a  k érd ést, h o g y  h o l fog  a  le g n a g y o b b  m é rté k b e n  m e g ­
v á lto z n i a b a r o m é te r  állása. E z t a  ren dk ívü l é r d e k e s  p rob lém át fe lte v é s  
ú tjá n  oldjuk  m e g , a m e ly  s z e r in t  a levegő a rendesnél erősebb szélre 
merőleges irányban áramlik. T e h á t  a  le v e g ő  n y o m á sa  e n n e k  a  m e r ő ­
le g e s n e k  a  m e n té n  e m e lk e d ik , i lle tv e  esik . A  k o n v e r g e n s  sze lek  e  sz e r in t  
le v e g ő t  v isz n e k  az a lacson y  n y o m á s  k ö zép p o n tja  fe lé ,  vagyis a  d e p r e s sz ió  
m e g sz ü n te té sé r e  tö rek szen ek , a  d iv erg en s s z e le k  e lle n b e n  sz é th o rd já k  
a  lev eg ő t, ű r t h agyn ak  m a g u k  u tá n , ez az ű r  p e d ig  a d e p ressz ió . E bb ől 
lá tjuk , h o g y  a  m a x im u m o k  te r m é sz e tsz e r ű le g  la ssa n k in t  m e g s z ű n n e k ,  
m e rt k ö r ü lö ttü k  a  sze lek  m in d ig  d iv e rg e n sek  é s  gyakran tú lsá g o s a n  
e r ő s e k . L átju k  tovább á az t is ,  h o g y  m i v e z e th e t  a  d ep r e ssz ió k  k e le t­
k e z ésér e . A z  id ev o n a tk o zó  m e g fig y e lé se k  e r e d m é n y e  g y a n á n t á llap ítja  
m e g  Guilbert a  k övetk ező  t ö r v é n y t : A légköri nyomás közvetlen okozati 
összefüggésben áll a felületi áramokkal. Eltolódásai a szelekre merő­
leges irányokban a szélnek a barométrikus gradienshez viszonyított 
sebességével arányosan mennek végbe. E zt v e sz i  B rdiNhes a  G u ilbert- 
fé le  m ó d szer  h arm ad ik  sz a b á ly á n a k . M aga a  g o n d o la t te lje se n  e red eti  
é s  az e g é sz  m ó d sze rr e  a la p v e tő  fo n to ssá g ú .
A  n o r m á lis  s z é l  m ó d sz e r e  te h á t  a fe lü le t i  áram ok  irá n y a  é s  ereje  
a lap ján  m e g h a tá r o z z a  a le v e g ő n y o m á s  k öze li vá ltozása it. A  s z é l  irán ya  
je lz i a n y o m á s  m o zg á sa in a k  irán yát, a m e ly  m in d ig  m e r ő le g e s  a  szé l 
irán yára , a  g r a d ien sh e z  v isz o n y íto tt  s e b e s s é g e  p ed ig  a b a r o m é tr ik u s  
v á ltozások  n a g y sá g á t. H a e n n e k  az e lv n ek  a lk a lm a zá sá v a l s e m  h e ly es  
a jóslás, a k k o r  az e lvet n e m  a lk a lm a ztá k  h e ly e s e n .  A  h ib ás a lk a lm a zá s  
o k a  n e m c sa k  a sz e m é ly b e n  le h e t ,  h a n em  —  a  m in t e m líte t tü k  —  
n e h é z z é  te h e t i  a jó slá st az  is , h o g y  több d e p r e ssz ió -k ö z é p p o n to t  kell 
e g y szerre  te k in te tb e  v e n n i. A  leg tö b b  h ir te le n  v á lto zá s  oka a z o n b a n  az, 
h o g y  az A tla n ti O czeá n ró l v á r a t la n é i érk ez ik  m e g  egy-egy  d e p r e ssz ió .  
A z ilyen  o c z e á n i d ep ressz ió k  r é g ó ta  sok  g o n d o t  ok ozn ak  a m e te o r o ló g u ­
sok n ak , m ert váratlan  m e g é r k e z é sü k k e l te lj e s e n  é r té k te le n n é  te h e t ik  a 
le g a la p o sa b b  jó s lá st is. G ordon  B ennet ú g y  p r ó b á lt  ezen  s e g ít e n i,  h ogy  
távirati é r te s íté s t  k ü ld ö lt E u r ó p a  n y u g a ti p artja ira  azokról a d e p r e s sz ió k ­
ról, a m e ly e k  A m erik a  p artja it e lhagyva E u r ó p a  felé in d u ln a k , d e  ez 
n e m  javított a  h e ly ze ten , m e r t  ily en  h o ssz ú  ú to n  sok d e p r e ssz ió  m e g ­
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s e m m is ü l  é s  az o c z e á n o n  ú jab b ak  k e le tk ez h e tn e k . M in d en ese tre  n a g y  
h a la d á st fog  je le n te n i ,  h a  a d ró tta la n  távírói sz o lg á la t  sz e r v e z é sé v e l az 
o c z e á n o n  át is  p o n to sa b b a n  le h e t  m a jd  követn i a  d ep ressz ió k  v o n u lá sá t ,  
de Guilbert ezt m ár több  m in t  k é t  év tized  óta tu d ja  n é lk ü lö z n i a zza l, 
h o g y  az o c z e á n i d e p r e ssz ió k  k ö z e le d é sé r e  a fe lh ő k  m e g fig y e lé se  a la p já n  
k öv etk ez te t.
A  jó s lá s  ö sszeá llítá sá b a n  ő  a k ö v etk ező  e ljá rá st ajánlja. E lső  d o lo g  
a  je le n té se k  a lap ján  m egrajzo ln i az  izobárokat, m e g je lö lv e  m in d e n ü t t  a  
sz e le k  irá n y á t é s  ere jé t. H a ez  m e g tö r té n t, a k k o r  a  térk ép en  n e m  lá t ­
h ató , d e  az O czeá n  fe lő l e se tle g  k ö z e le d ő  d e p r e ssz ió k  fe lfe d e zé se  v é g e t t  
fo ly a m o d u n k  a fe lh ő m e g fig y e lé se k h e z  é s  p ed ig  az t n é z z ü k  m eg, v a n n a k -e  
c irru so k . M ert a c irru so k  lé te z é sé b ő l fon tos k ö v e tk e z te té s t  v o n h a tu n k  
GuiLBERTnek a  k ö v e tk ező  sz a b á ly a  a la p já n : A cirrusok az alacsony 
nyomás középpontjából jönnek és sebességük arányos a depresszió 
mélységével. H a a cirru sok  s e g íts é g é v e l  m e g á lla p íto ttu k , h o g y  m e r r e  
v a n  a  k ö z e le d ő  d e p r e ssz ió  é s  m ily e n  se b e ssé g g e l k ö ze led ik , ak k or  v iz s ­
g á la t a lá  v e sz sz iik  az E u róp áb an  u ra lk o d ó  sz e le k e t , k ü lö n ö sen  a z o k o n  
a  v id é k e k e n , a  m e rre  a  d ep ressz ió  v o n u ln i tö r ek sz ik . A zt n é z zü k , h o g y  
erre  a  k ö z e le d ő  d ep ressz ióra  n é z v e  k o n v e r g e n se k -e . vagy d iv e r g e n se k  
a  sz e le k . M ert tu d ju k , h ogy a k o n v e r g e n s  sz e le k  ak ad á lyk én t á lla n a k  
a d e p r e ssz ió  ú tjáb an  é s  p e d ig  a n n á l erő seb b en , m e n n é l  erőseb b  a sz é l,  
m íg  a  d iv e r g e n s  sz e le k  ú g y szó lv á n  m agu k  fe lé  v o n z z á k  a d e p r e ssz ió t .  
A  sz e le k  irán ya  é s  e rő sség e  m e lle tt  tek in te tb e  kell v e n n ü n k  m é g  a z t  is ,  
h o g y  m ik é p e n  v ise lk ed ik  a b a r o m é te r  a v esz é ly b e n  á lló  h e ly ek en . M ert  
h a  a  k o n v er g e n s sz é l g y e n g e  é s  m á r  a b a ro m éter  sü ly e d é se  is  é s z r e ­
v e h e tő , az e lle n á llá sn a k  erősen  k ö z e le d ő  d e p r e ssz ió ra  n em  lesz  h a tá sa , 
m íg  h a  a sz é l erő s é s  a  b a ro m éter  se m  kezd ett e l  m é g  sü ly ed n i a  l e g ­
távo lab b  fek vő  á llo m á so k o n  sem , a követk ező  sz a b á ly  é r v é n y e s ü l: Min­
den depresszió, a mely az Oczeánról érkezve túlságosan erős szeleket 
kelt, nem tud előrehaladni és megállapodik, sőt esetleg vissza is 
fordul keletkezési helye felé.
M ih elyt a  d e p r e ssz ió  e lérte  az e u r ó p a i partokat, ú g y  hogy p o n to sa n  
m e g  le h e t  á lla p íta n i a  g ra d ien sek et, a  fe lh ő m e g fig y e lé s  fo n tossága  m á s o d ­
r a n g ú v á  le s z , e lé g  a la p o t ad a jó s lá sr a  a n o rm á lis  s z é l  e lve.
A  jó s lá s  sz e m p o n tjá b ó l n in cs  s e m m i k ü lö n b sé g  a  szárazföld i é s  t e n ­
g erp a rti m e te o r o lo g ia i á ilo m á so k  k ö z ö tt , m in d e g y ik n e k  a m e g fig y e lé se i  
e g y fo rm á n  fo n to sa k . E lle n b en  a m a g a sa b b a n  fekvő á llo m á so k k a l k iv é te lt  
k e ll te n n ü n k , m ert eze k n ek  az a d a ta it te lje sen  fig y e lm e n  k ívü l k e ll  
h a g y n u n k . A  ta p a szta la t u g y a n is  a z t  m utatja , h o g y  a hegyi o b s z e r ­
v a tó r iu m o k  je le n té s e ib e n  szerep lő  leg e rő seb b  s z e le k n e k  sin cs  s e m m i  
b e fo ly á su k  a lé g n y o m á sn a k  a fö ld  fe lü le té n  va ló  változására. K is sé
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k ü lö n ö sn ek  h a n g z ik  u gyan , d e  m íg  a fe lh ő k n e k  —  m ég  a  le g a la c s o ­
n y a b b a n  m o z g ó  c u m u lu sn a k  is  — - ta g a d h a ta tla n u l határozott j e le n tő ­
s é g e  van a d e p r e ssz ió k  m o zg á sa  sz e m p o n tjá b ó l, a  fe lh ők  m a g a ssá g á b a n  
d ú ló  sze lek n ek  e rr e  a  m ozgásra  n in c s  sem m i b e fo ly á su k . M eg m a g y a rá zn i 
n e m  tudjuk e z t  az  e lle n m o n d á st, d e  h a  fig y e lem m e l kisérjük a  d e p r e ssz ió k  
v o n u lá sá t, azt lá tju k , h ogy a  k is e b b  e lle n á llá sú  h e ly e k  felé  v iv ő  ú tju k a t  
a  leg m a g a sa b b  h e g y e k , a le g ö s sz e fü g g ő b b  h e g y tö m e g e k  sem  változtatják  
m e g . A jó s ló  m e te o r o lo g u s  t e h á t  E urópát t e l j e s e n  síknak te k in th e t i ,  
m in t  a m ily e n  a z  e lő tte  levő  té r k é p , rá n é z v e  c sa k  a  fe lü le ti lé g á r a m ­
la to k n a k  van fo n to ssá g a . E z e k n e k  a  befolyását a  h ő m é r sék le ti v isz o n y o k  
s e m  változtatják  m e g . (Sem term ikus, sem d inam ikai okok n em  m ű­
ködnek közre; pusztán m echanikai hatások irányítják a barométer 
ingadozásait és ezek a m echanikai erők csak a felületi áramokban  
mutatkoznak, csak ezekben m érhetők és értékelhetők».
Güilbert tá v o lr ó l sem  a k a rja  azt a h ite t  k e lte n i, h ogy  m ó d sz e r e  
tö k é le te s, h o g y  v e le  a m e te o r o lo g ia  te ljesen  ki v a n  m erítve. T u d ja , h ogy  
m aga  a m ó d sz e r  is  tö k é le te s íté sr e  sz o r u l és h a  tö k é le te s  is l e n n e ,  ak k or  
is  m a ra d n á n a k  m é g  a m e te o r o ló g iá n a k  m e g o ld á sr a  váró fe la d a ta i. 
A  jöven d ő  fe jlő d é s  útját n a g y o n  h e ly e se n  je lö li  k i : a m i j e le n le g  q u a li­
ta tiv  a m ó d sz e r é b e n , azt q u a n tita t iv v á  kell t e n n i ,  a  m é ré se k e t tö k é le te ­
s íte n i é s  e z z e l a  jó slást m in d  pon tosab b á te n n i .  L egyen  sz a b a d  itt  
b e fe jezésü l G ü ilbert  szavait i d é z n e m :
«Jobban ki k e ll a k n á zn u n k  a  m o st ism e r te te t t  tö rv én y ek et é s  arra 
k e ll tö r e k e d n ü n k , h o g y  a le h e tő  le g h a sz n o sa b b á  tegyük ő k et. A  szám í­
tá sn a k  kell m in d  n agyob b  te r e t  n y ern ie , h o g y  se g ítsé g év e l m e g  tudjuk  
m ajd v a la m ik o r  határozn i, m e k k o r á n a k  k e ll le n n ie  a szé l r e n d e lle n e s  
se b e ssé g é n e k , h o g y  ilyen  v a g y  am olyan  m é ly  dep ressz ió  m e g s z ű n é s é t  
jó so lh a ssu k  m e g . Ki kell tu d n u n k  szá m íta n i, h o g y  m e n n y i id ő  alatt 
em elk ed ik  a d o tt  pon tban  x  m illim é te r r e l a le v e g ő  n y o m á s a ; h á n y  óra  
alatt fog v a la m e ly  ism e re tes  d e p r e s sz ió  m e g s z ű n n i,  vagy fo r d ítv a , h án y  
óra alatt fog  m e g s z ű n n i  v a la m e ly  m a x im u m . S z ü k sé g k é p  e l k e l l  érn ü n k , 
h o g y  1 m m . p o n to ssá g g a l ki tu d ju k  sz á m íta n i a  b arom éter  k ö v e tk e z ő  
2 4  órára e ső  vá lto zá sa it.
«E sz á m ítá so k  e le m eit  a  g r a d ie n se k  p o n to s  m é ré sé b e n , to v á b b á  a  
sz e le k  irá n y á n a k  é s  s e b e s s é g é n e k  pon tos m e g h a tá ro z á sá b a n  ta lá lh a tju k  
m e g . N em  le s z  teh á t e lé g  a  s z é l  erejét m e g e g y e z é se n  a la p u ló  skála  
sz e r in t m e g b e c s ü ln i  é s  m e g k ö z e lítő  szám m al k i f e j e z n i ; ez t az  é r té k te le n  
té n y e z ő t g o n d o s a n  szerk esz te tt  p re cz iz ió s  a n e m o m é te r  leo lv a sá sá v a l kell 
h e ly e tte s íten i.
«A b a r o m é te r  é s  a n e m o m é te r  lesz  a jö v e n d ő  m e teo ro ló g iá já n a k , a 
tu d o m á n y o s m e te o r o ló g iá n a k  k é t  főeszk öze . E z e k  fogják sz o lg á lta tn i a z
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ész sze r ű  id ő jó slá s  k iszá m ítá sá h o z  sz ü k sé g e s  leg fo n to sa b b  e le m ek et. E b b ő l 
a s z e m p o n tb ó l fé lre te szszü k  a  h ő m é r ő t is , m e g  a  n e d v e ssé g m é r ő t  is, 
m e rt e z e k n e k  csa k  n a g y o n  r e la tiv  h a szn u k  van  a jó s lá sb a n . E zek  so k k a l  
in k áb b  té n y e k  m egá llap ítására , m in t  se jte té sé re  va ló  e szk ö zö k .
«De az e m líte t t  sz á m ítá so k  b izo n y á ra  n em  fo g n a k  arra szo r ítk o zn i, 
h o g y  a  lé g n y o m á s  n a p o n k é n ti vá ltozásán ak  n a g y sá g á t m egjóso lják , h a n e m  
p o n to sa n  m e g  le h e t  m ajd  se g ítsé g ü k k e l ra jzo ln i a  k ö v e tk e z ő  nap izo b á r-  
té rk ép ét. E z a  té rk ép  tö r e k v é se in k  á llan d ó  tárgya  é s  h o g y  ezt te lje se n  
elérjü k , n u m e r ik u sá n  m e g  k ell o ld a n u n k  1 m m . p o n to ssá g g a l a b aro-  
m étr ik u s v á lto zá so k  n e h é z  p rob lém áját. E zek et a  sz á m ítá so k a t m in d e n ­
e se tr e  sok  tu d ó s  fiz ik u s vagy m e te o r o lo g u s  m e g  fogja  p rób áln i, a  k ik  
n e m  akarják, h o g y  so k á ig  v á r ju n k  erre a n a g y o n  te r m é k e n y  ta n u l­
m ányra . A  h o ln a p i térk ép  sz e r k e sz té se  akkor k ü lö n ö se n  p o n to s  le sz  é s  
a  m ikor p u sz tá n  sz á m ítá s a la p já n  százszám ra  vag y  ezerszá m ra  m e g ­
rajzoljuk a  h o ln a p i térk ép et, n e m  le h e t -e  m ajd  ak k or  m eg jó so ln i a  
n y o m á s v á lto zá sa it  n e m c sa k  h o ln a p ra , h a n e m  h o ln a p u tá n r a  is?»
Kelemen Ignácz.
A MATHEMATIKA JÖVŐJE.
(Felolvasták az 1908 ápr. 6—10. tartott IV. mathematikai kongresszuson
R óm áb an .)
H a a m a th e m a tik a  jö v ő jé b e  a k a ru n k  te k in le n i,  a h e ly es  e ljárás az , 
h o g y  tö r té n e té t  é s  je le n leg i á lla p o tá t ta n u lm á n y o zz u k .
N em d e  ez  a  fo g la lk ozás n é m ik é p e n  n e k ü n k , m a th e m a tik u so k n a k , a 
fe lad ata in k  k ö r é b e  tartoz ik ?  H o zz á sz o k tu n k  az  extrapoláczió  m ű v e le té ­
h e z , a m e ly n ek  se g é ly é v e l a jö v ő t  a  m ú ltb ó l é s  je le n b ő l v eze tjü k  le ,  
m in th o g y  p e d ig  ism erjü k  e n n e k  az e ljárásn ak  érték é t, az a  v e sz e d e le m  
s e m  fe n y eg et, h o g y  a b e lő le  szá rm a zó  e r e d m é n y e k  je le n tő s é g é t  tú l­
b ecsü ljü k .
B aljósokb an  so h a se m  v o lt  h iá n y . E zek  r e n d e s e n  azt e m le g e t ik , h o g y  
m á r  m in d e n  m e g o ld h a tó  p r o b lé m a  m e g  v a n  o ld v a  és sz e r in tü k  csa k  a 
sz ü r e te lé s  van  h á tra . S z e r e n c sé r e  a m ú lt p é ld á ja  m e g n y u g ta t b e n n ü n ­
k e t. Sokszor h it té k  m ár, h o g y  m e g o ld o tta k  m in d e n  fe lad ato t, vag y  l e g ­
a lá b b  is le ltá rb a  gyűjtötték  a z o k a t, a  m e ly e k n e k  a  m e g o ld á sa  le h e ts é g e s .  
É s akkor a m e g o ld á s  szó é r te lm e  bővü lt, a  m e g o ld h a ta tla n  p r o b lém á k  
v á ltak  v a la m e n n y i között a  le g é r d e k e se b b e k k é  é s  m á s fe la d a to k a t tű z ­
tek  ki, a m e ly e k r e  azelőtt n e m  is  g o n d o lta k . A  g ö rö g ö k n é l az  v o lt  a  jó  
m e g o ld á s , a m e ly n é l  csak  k ö r z ő re  és v o n a lz ó r a  vo lt sz ü k sé g , k éső b b  
a z , a m e ly ik e t n é g y z e tg y ö k v o n á so k  útján  k a p u n k , m ajd  az, a  m e ly b e n  
csa k  algebrai, v a g y  lo g a r itm ik u s  fü g g v én y ek  sz e r e p e ln e k . A  p e ssz im istá k  
ily en fo rm á n  m in d ig  azt lá ttá k , h o g y  m e g cz á fo ljá k  ő k et, m in d ig  k é n y te ­
le n e k  voltak v issz a v o n u ln i, ú g y h o g y  azt h isz e m , m a  m á r  e g é s z e n  n y o ­
m u k  veszett.
S z á n d ék o m  te h á t  n em  a z , h o g y  ve lü k  h a r c zr a  keljek , m e r t  k ip u sz ­
tu lta k  ; jó l tu d ju k , hogy a m a th e m a tik a  fo ly tatja  f e j lő d é s é t ; d e  azt 
akarjuk tu d n i, h o g y  m ily e n  irá n y b a n . A zt fog ják  erre v á la sz o ln i, « m in ­
d e n  irányban» é s  ez  részb en  ig a z  is , d e  h a  ez  te lje ssé g g e l ig a z  v o ln a ,  
a z  k issé  b o r z a sz tó  le n n e . K in c s e in k  h a m a r o sa n  le h e te t le n n é  te n n é k  a  
m o z g á s t  és e lh a lm o z ó d á su k  é p  o ly á th a to lh a ta tla n  tö m k e le g e t  h o z n a
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lé tr e , m in t a m ily e n  á th ato lh ata tlan  v o lt a  tu d a tla n  e lő tt  az ism e r e t le n  
ig a zsá g .
A  tö r té n e tíró n a k , ső t  a fiz ik u sn a k  is  v á lo g a tn ia  k e ll  a  tén y ek  k ö z ö tt * 
a  tu d ó s  agya a  v ilá g e g y e te m n e k  csa k  eg y  zu g a  é s  so h a se m  fog la lh atja  
m a g á b a  a v i lá g e g y e te m e t  teljes e g é s z é b e n ;  ú g y  h o g y  a  között a m e g -  
szá m lá lh a tla n  so k  té n y  között, a m e ly e t  a te r m é sz e t e lé n k  tár, v a n n a k  
o ly a n o k , a  m e ly e k e t  figyelm en  k ív ü l h a g y u n k  é s  m á so k , a m e ly e k e t  
m e g ta r tu n k . A n n á l  in k á b b  így van  ez  a m a th e m a tik á b a n  ; a  m ath em atik u s-  
s e m  tu d ja  a k ín á lk o z ó  té n y e k e t v á lo g a tá s  n é lk ü l m in d  m e g ta r ta n i; 
a n n á l k e v ésb é , m e r t  e  tén y ek et ő , m a jd n em  az t m o n d h a tn á m , az  ő  
sz e sz é ly e  alkotja . E g é sz e n  ő sz e r k e sz ti az új k a p c so la to t , ú g y  h o g y  az. 
e le m e k e t  k ö z e le b b  h o z z a  e g y m á sh o z ;  á lta láb an  a  te r m é sz e t  n e m  a d ja  
azt k észen .
K étség k ív ü l e lő fo r d u l n éh a , h o g y  a m a th e m a tik u s  a zér t fo g la lk o z ik  
v a la m ely  fe lad atta l, h o g y  k ie lé g ítse  a  fizika v a la m ily e n  s z ü k sé g le té t ,  
h o g y  a  fiz ik u s v a g y  a  m érn ök  k ív á n sá g á ra  k isz á m ítso n  eg y  szá m o t v a ­
la m e ly  a lk a lm a zá s czé ljáb ó l. D e a z é r t  le h e t -e  a z t m o n d a n i, h o g y  n e k ü n k  
m a th e m a tik u so k n a k  arra kell sz o r ítk o zn u n k , h o g y  p a r a n c so k ra  v á r ju n k  
é s  a  h e ly ett, h o g y  tu d o m á n y u n k a t a  m a g u n k  g y ö n y ö r k ö d te té sé re  m í-  
v e ln ő k , n e  le g y e n  m á s  gon d u n k , m in t  h o g y  ü g y fe le in k  íz lé séh ez  a lk a l­
m a zk o d ju n k  ? H a  a  m ath ern atik án ak  n in c s  m á s czé lja , m in t  h o g y  s e g ít ­
s é g é r e  leg y e n  a z o k n a k , a kik a te r m é sz e te t  ta n u lm á n y o z z á k , akk or a z  
u tó b b ia k tó l k e ll v á r n u n k  az irán y ítást. J o g o su lt-e  a  h e ly z e t  ily en  m e g ­
í té lé s e  ? B izon yára  n e m  ; h a  m i n e m  m ív e ltü k  v o ln a  az  e x a k t tu d o m á n y o ­
k a t ö n m a g u k é rt, n e m  terem tettü k  v o ln a  m e g  a m a th e m a tik a i szerszá m o t  
é s  a  m ik o r  e lk ö v e tk e z e tt  vo ln a  a fiz ik u s p a ra n csa , feg y v er te len ek  l e t ­
tü n k  volna.
É p  így f iz ik u so k  n e m  várják m e g , h o g y  v a la m ely  j e le n s é g  ta n u lm á ­
n y o zá sá t az a n y a g i é le t  egyik v a g y  m á sik  sz ü k sé g le te  sz ü k sé g sz e r ű v é  
t e g y e ;  h e ly esen  is  t e s z ik ;  ha a X V III. század  tu d ó sa i e lh a g y tá k  vo ln a  a z  
e le k tr o m o ssá g o t, m iv e l  ez az ő s z e m ü k b e n  g y a k o r la ti h a szn o t n e m  
n y ú jtó  érd ek es  d o lo g  volt, a X X . sz á z a d b a n  n e m  v o ln a  te leg rá fu n k  é s  
n e m  tu d n á n k  s e m m it  az e le k tr o ch em iá r ó l, se m  az  e le k tr o tec h n ik á ró l.  
A  fizik u sok at, a  m ik o r  vá lasztan i k é n y te le n e k , v á la sz tá su k b a n  n e m c sa k  
a  h a szn o ssá g  v e z e t i.  H o g y  járnak h á t  e l, h o g y  v á la sz ta n a k  a te r m é sz e t  
té n y e i k ö z ü l?  E zt k ö n n y e n  m e g m o n d h a tju k ;  a zo k  a  té n y e k  érd ek lik  
ő k et, a m e ly ek  v a la m i tö r v én y sze r ű sé g  fe lfe d e zé sé re  v e z e th e tn e k ; te h á t  
a zo k , m e ly ek  so k  m á s  tén y h ez  h a so n líta n a k  és  a  m e ly e k  n e m  lá ts z a ­
n a k  te lje sen  e lsz ig e te lte k n e k , h a n e m  m á so k k a l k ö z v e t le n ü l ö ssze ta rto zó k -  
n a k . A z e ls z ig e te lt  té n y  m egragad  m in d e n  sz e m e t, a  k ö z ö n s é g e s  e m b e ­
r é t  é p  úgy, m in t  a  tu d ó sé t . D e a m it  csak  az ig a z i f iz ik u s  tu d  m e g lá tn i
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az a több olyan tényt összekötő kapcsolat, a melyek hasonlósága mély, 
de rejtett. Newton almájának az anekdotája valószínűleg nem igaz, de 
szimbolikus, beszéljünk tehát róla úgy, mintha igaz volna. N o s  tehát, 
azt el kell hinnünk, hogy sok ember látott már Newton előtt almát 
lehullani; és senki sem tudott belőle semmit sem következtetni. A  té­
nyek terméketlenek volnának, ha nem volnának kiválogatásukra képes 
szellemek, úgyhogy különválasztják közülök azokat, a melyek mögött 
rejlik valami és felismerik azt, a mi mögöttük rejlik, oly szellemek, a 
kik a nyers tény alatt megérzik a tény lelkét.
A  m a th e m a tik á b a n  te lje se n  u g y a n ez t t e s z s z ü k ; a r e n d e lk e z é sü n k r e  á lló  
k ü lö n b ö z ő  e le m ek b ő l a  k ü lö n b ö z ő  k a p cso la to k  m illió it  á llíth a tju k  e l ő ; 
d e  e g y e t le n  ily e n  k a p cso la t, h a  e lsz ig e te lte n  v eszszü k , te lje se n  é r té k te le n  ; 
gyak ran  so k  fá ra d sá g u n k b a  k erü l a m e g sz e r k e sz té se , d e  ez  n e m  ér  
se m m it, h a c sa k  a k ö z é p isk o la i ta n ítá sb a n  gyak orló  fe la d a tn a k  n e m  
a lk a lm a s. E g é sz  m á sk én t á ll  a  d o lo g , h a  ez  a  k ap cso lat a  h a s o n ló  k a p ­
cso la to k  v a la m ely  o sz tá ly á b a n  fog la l h e ly e t  é s  h a  ezt a  h a so n ló sá g o t  
é s z r e v e s z s z ü k ; akkor n e m  e g y e t le n  té n y n y e l le sz  d o lg u n k , h a n e m  tö r ­
v é n y n y e l. É s  ek k or az ig a z i  fe lfed ező  n e m  az a  m u n k á s le s z , a  k i tü r e l­
m e se n  fe lé p íte t t  n eh á n y  i ly e n  k a p cso la to t, h a n e m  az, a ki r o k o n sá g u k a t  
n y ilv á n v a ló v á  tette . A z e ls ő  p u sz tá n  a n y e r s  té n y t látta , csa k  a m á sik  
érezte  m e g  a tén y  le lk é t . E  rok o n sá g  k im u ta tá sá ra  gyak ran  e lé g  volt  
egy  új sz ó t  ta lá ln ia  és e z  a  sz ó  terem tő  e re jű  v o l t ; a  tu d o m á n y  tö r té ­
n e te  e g é sz  tö m e g  o ly a n  p é ld á t sz o lg á lta th a tn a  erre, a m e ly e k e t  jó l 
ism erü n k .
Mach, a  k iváló  b é c si filo zó fu s , azt m o n d o tta , h o g y  a tu d o m á n y  fe l­
adata  g a z d a sá g o ssá g o t lé tr e h o z n i  a g o n d o lk o d á sb a n  ép ú gy , m in t  a  h ogy  
a  g é p  g a z d a sá g o ssá g o t t e r e m t  a m u n k á b a n . É s  ez  n a g y o n  ig a z . A  v a d ­
e m b e r  u jja in , avagy a p ró  k a v icso k  e g y m á s  m e llé  rakása ú tjá n  szá m o l. 
A  m ik o r  a  g y e rm e k e k e t m e g ta n ítju k  az e g y sz er eg y r e , ev v e l azt érjü k  e l, 
h o g y  k éső b b  szá m ta la n  k a v ic s -m ű v e le te t  tak ar íth atn ak  m e g . V a la k i e g y ­
szer  rájött, k av icsokk al, v a g y  va lah ogy  m á s k é p e n , h ogy  h a ts z o r  h é t  az 
n e g y v e n k e ttő  é s  az a g o n d o la ta  tám adt, h o g y  e z t  az e r e d m é n y t  m e g ­
je g y e z z e  é s  e zé r t  n e m  sz ü k sé g e s  n e k ü n k  ú jra  k e z d e n ü n k . E z az em b er  
n e m  p a za ro lta  el idejét, m é g  h a  p u sz tá n  c sa k  a  m aga  g y ö n y ö r ű s é g é r e  
szá m o lt i s ; ez  a m ű v e le t  n e k i  csak  k é t p e r c z é b e  k erü lt, d e  k é t  m illiár-  
d o t vett v o ln a  ig én y b e , h a  m é g  u tá n a  e g y  m illiá rd  e m b e r n e k  e lö lrő l  
k e lle tt v o ln a  kezd en i.
V a la m ely  té n y  fo n to s sá g á n a k  m é rté k e  te h á t , a  b e lő le  sz á r m a z ó  h a ­
szo n , v a g y is  az  a g o n d o la tm e n n y isé g , a  m e ly e t  se g ítsé g é v e l m e g ta k a r ít­
h a tu n k .
A  fiz ik á b a n  n agyon  te rm é k e n y e k  a zo k  a  tén y ek , a  m e ly e k  v a la m i
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n a g y o n  á lta lá n o s  törvén yre vezetn ek , m e r t  e z e k  le h e tsé g e ssé  te sz ik , h ogy  
ig e n  n a g y  szá m ú  m ást té n y t e lőre  lá ssu n k  é s  ez  n in cs  m á sk é p  a  m a th e-  
m a tik á b a n  se m . N ek i ü lö k  valam i b o n y o lu lt  szám ításn ak  é s  n a g y n eh e-  
z e n  e r e d m é n y r e  ju to k ; fárad ságom n ak  n in c s  ju ta lm a , h a  e z  n e m  tett 
k é p e ssé  arra, h o g y  m á s h a s o n ló  szám ítások  e red m én y e it e lő r e  lá ssa m  é s  
h o g y  a z o k a t h a tá ro zo tt irá n y b a n  v e z e th e sse m , k ik erü lve  a z o k a t a  ta p o ­
g a tó z á so k a t, a m e ly e k e n  e lő sz ö r  k é n y te len  v o lta m  á tesn i. V isz o n t  n em  
v e sz te tte m  e l id ő m et, h a  e z e k  a ta p o g a tó zá so k  vég ü l fö ltá rtá k  e lő ttem  
a  tárgya lt fe lad atnak  m á s  fe lad atoknak  so k k a l ter je d e lm e se b b  o sztá lyáh oz  
va ló  m é ly r e h a tó  h a s o n la to ss á g á t; ha m e g m u ta ttá k  n em c sa k  a  m e g e g y e ­
z é se k e t, h a n e m  e g y sz e r sm in d  a k ü lö n b ség e k e t is, h a  eg y szó v a l m e g lá ta t-  
ták v e le m , h o g y  á lta lá n o sítá s  leh e tség e s . A k k o r  n em  új e re d m é n y t  
n y er tem , h a n e m  új erőt.
Ö n k é n te le n ü l e sz ü n k b e  ö tlik , m in t e n n e k  eg y szerű  p é ld á ja , va la m ely  
a lg eb ra i k é p le t , a m ely  a  szá m b e li fe lad atok  eg y  typ u sán ak  m e g o ld á sá t  
szo lg á lta tja , h a  a  b e tű k et szám ok k al h e ly ette s ítjü k . N ek i k ö szö n h e tjü k ,  
h o g y  e g y e t le n  a lgeb rai sz á m ítá s  árán m egtak aríth atju k  azt a  fárad­
sá g o t, h o g y  sz a k a d a tla n u l ú jra  kezdjünk új n u m er ik u s sz á m ítá so k a t. D e  
ez  csak  d u rv a  p é ld a ; m in d n y á ja n  érezzü k , h o g y  van n ak  k é p le tb e n  ki 
n e m  fe jezh ető  h a so n ló sá g o k  é s  ép  ezek a  leg b ec se se b b ek .
H a v a la m ely  új e r e d m é n y n e k  érték e v a n , ez  abb an  rejlik , h o g y  a 
m ik or a  r é g e n  ism ert, d e  e d d ig e lé  sz é tszó r t é s  eg y m á ssa l s z e m b e n  id e ­
g e n e k n e k  te tsz ő  e le m e k e t  ö sszek a p cso lja , e g y sz e r r e  r en d e t t e r e m t  ott, a 
h o l lá tsz ó la g  r e n d e t le n sé g  ura lkod ott. E k k o r  leh e tő v é  te sz i, h o g y  egy  
p illa n tá ssa l á ttek in th e ssü k  e z  e lem ek  m in d e g y ik é t  és lá ssu k , m ily e n  h e ­
lyet fo g la ln a k  e l az ö ssz e ssé g b e n . Ez az  új té n y  n e m c sa k  é r té k e s  m a ­
g á b a n  v é v e , h a n e m  é p e n  csa k  ez ad é r té k e t v a la m en n y i r é g i  tén y n e k , 
a  m e ly e t ö sszek a p cso l. S z e lle m ü n k  g y e n g e , úp  úgy m in t  é r z é k e in k ; 
e lv e sz n e  a  v ilá g  b o n y o d a lm a ssá g á b a n , h a  e z  a  b o n y o d a lm a ssá g  n e m  
v o ln a  h a r m o n ik u s , csa k  r é sz le te it  látná, m in t  va lam i rö v id lá tó  é s  k é n y ­
te le n  v o ln a  e lfe le jten i e z e n  e lem ek  m in d e n ik é t , m ie lő tt a  k ö v e tk ező t  
v izsg á ln á , m e rt n em  v o ln a  k é p e s  m in d e n t m a g á b a  zárn i. C sak  azok a  
té n y e k  m é ltó k  f ig y e lm ü n k r e , a m elyek  r e n d e t  te re m ten ek  e b b e n  a  b o ­
n y o lu ltsá g b a n  és  így sz á m u n k r a  h o z z á fér h e tő v é  tesz ik .
A  m a th e m a tik u so k  n a g y  fon tosságot tu la jd o n íta n a k  m ó d sz e r e ik  é s  
e r e d m é n y e ik  e le g a n c z iá já n a k  é s  ez n e m  p u sz ta  k ed v te lés . M ert m i is  
k elti fe l le lk ű n k b e n  v a la m ely  m ego ld ás, v a la m ely  b izo n y ítá s  e le g a n c z iá já ­
n a k  é r z é k é t  ? A  k ü lö n b ö z ő  részek  h a rm ó n iá ja , sz im m etr iá ja , s z e r e n c sé s  
e lo s z tá s a ; szó v a l m in d e n , a  m i ren d et te r e m t b e n n e , m in d e n ,  a  m i  
e g y sé g e ssé  te sz i, a m i k ö v e tk ezésk ép  le h e tő v é  teszi, h o g y  t isz tá n  lá ssu n k  
b e n n e  é s  e g y sz er re  m e g é r tsü k  az ö ssz e sé g e t  é p  ú gy , m in t a r é sz le te k e t .
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D e p o n to sa n  v é v e  e g y sz e r sm in d  ép  e z  te sz i n a g y o n  h a sz n o ssá  is, m e n ­
n é l  v ilá g o sa b b a n  lá tju k  ezt az ö s s z e sé g e t  é s  m e n n é l k ö n n y e b b e n  á ttek in t­
h e tjü k  egy sz e m p illa n tá s sa l, a n n á l jo b b a n  é sz re v eszszü k  m á s k özelá lló  
tá rg y a k h o z  való  h a so n ló sá g á t  é s  e n n e k  fo ly tán  an n á l tö b b  v a ló sz ín ű sé g ­
g e l  várhatjuk  a  le h e ts é g e s  á lta lá n o sítá so k  m e g ta lá lá sá t. A z e leg a n cz ia  
e r e d h e t  a v é le tle n  é r z é sé b ő l, a m e ly e t  o lyan  tárgyak v á ra tla n  talá lkozása  
id é z  e lő , a m e ly e k  e g y m á sh o z  k ö z e le d é s e  s z o k a t la n ; ily e n k o r  is te rm é ­
k e n y , m ivel e d d ig e lé  ism e r e t le n  r o k o n sá g o k a t fed  fö l e lő t t ü n k ; ső t ter ­
m é k e n y  akkor is , a  m ik o r  forrása c sa k  az eszk ö zö k  e g y sz e r ű sé g é n e k  é s  
a  k itű zö tt fe la d a t b o n y o lu ltsá g á n a k  e lle n té t e ;  i ly e n k o r  fe lk e lti g o n d o l­
k o d á su n k a t az ir á n t , h o g y  m i az o k a  e n n e k  az e l le n té tn e k  és leg g y a k ­
r a b b a n  azt lá tjuk , h o g y  ez az ok  n e m  a v é le tle n , h a n e m  va lam ely  n em  
g y a n íto tt  tö r v én y sze r ű sé g . Szóval a  m a th em a tik a i e le g a n c z ia  érzése  n em  
m á s , m in t  az é p e n  fe lfe d e ze tt m e g o ld á s  é s  sz e lle m ü n k  sz ü k sé g le te i k özt  
f e n n á lló  v a la m in e m ű  m e g e g y e z é s  o k o z ta  m e g e lé g e d e tts é g  é s  é p e n  e z e n  
m e g e g y e z é s  k ö v e tk e z té b e n  szo lg á lh a t e sz k ö z ü n k  g y a n á n t  ez  a m eg o ld á s. 
E n n é lfo g v a  ez  az  e sz té tik a i m e g e lé g e d e ttsé g  k a p cso la to s  a  g o n d o lk o d á s  
g a zd a sá g o ssá g á v a l. íg y  v a n  az p l . : h o g y  az E r e c h th e io n  kariatidái e le ­
g á n sa k n a k  te ts z e n e k , m e rt n e h é z  te r h ü k e t  k ö n n y e d é n  é s  ú gyszó lván  jó  
k ed v v el v ise lik  é s  e n n e k  k ö v e tk e z té b e n  a m u n k a  g a zd a sá g o ssá g á n a k  é r ­
z é s é t  k eltik  b e n n ü n k .
U g y a n ez  az o k a  a n n a k , h o g y  a  m ik o r  k issé  h o s sz a s  szá m ítá s v a la m i  
e g y sz er ű  é s  m e g le p ő  e re d m é n y r e  v e z e te t t  b e n n ü n k e t , m in d a d d ig  n e m  
n y u g sz u n k  m e g , a  m íg  k i n e m  m u ta ttu k , h o g y  előreláthattuk  volna, h a  
n e m  is  ezt az e g é s z  ere d m é n y t, le g a lá b b  le g je lle m z ő b b  vo n á sa it. M iért?  
M i g á to l m e g  b e n n ü n k e t  ab b an , h o g y  m e g e lé g e d jü n k  o ly a n  szám ítássa l, 
a  m e ly  lá tsz ó la g  m in d e n r e  m e g ta n íto tt , a m it tu d n i a k a r u n k ?  Ez a z ér t  
v a n , m ert h a s o n ló  e se te k b e n  a h o s sz ú  szám ítás m á r  n e m  fe le ln e  m e g  
a  c zé ln a k , e l le n b e n  ez  n e m  á ll arra  a  gyakran  fé lig  in tu it iv  o k o sk o ­
d ásra , a m e ly n e k  a la p já n  az e lő r e lá tá s  le h e tsé g e s  l e l t  v o ln a . M ivel ez  
az o k o sk o d á s r ö v id , eg y  p illa n tá ssa l lá tjuk  m in d e n  r é sz le té t ,  úgy h o g y  
r ö g tö n  é sz r e v e sz sz ü k , m it  kell rajta v á lto zta tn u n k , h o g y  a  fe lm e rü lh ető  
h a s o n ló  te r m é sz e tű  fe lad atok  m in d e g y ik é r e  a lk a lm a zh a ssu k . M in thogy  
p e d ig  e lő r e lá th a tó v á  te sz i, h o g y  e  fe la d a to k  m e g o ld á sa  eg y szerű  le s z -e ,  
leg a lá b b  fe lv ilá g o sít  b e n n ü n k e t  a rró l, h o g y  é r d e m e s  e  b e le fo g n i a  s z á ­
m ítá sb a .
A z im én t m o n d o tta k  alapján k im u ta th a tju k , h o g y  m e n n y ir e  h iá b a ­
v a ló  vo ln a  m e g p r ó b á ln i, h ogy  m e c h a n ik u s  e ljárássa l h e ly ette sítsü k  a  
m a th e m a tik u s  sz a b a d  k e z d e m é n y e z é s é t .  H a v a ló sá g g a l é r té k e s  e r e d m é n y ­
h e z  a k a ru n k  ju tn i,  n e m  e lé g  a  s z á m v e té s t  e lr e n d e z n i,  vagy  o lyan  g é p ­
p e l  ren d e lk ez n i, a  m e ly  a d o lg o k a t r e n d b e s z e d i; n e m  p u sz tá n  a  r e n d
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ér  v a la m it, h a n e m  a  v á ra tla n  rend. A  g é p  d o lg o zh a t a  n y ers tén yen ,,, 
d e  a  té n y  le lk e  e lv e sz e tt  d o lo g  rá n é z v e .
Az u to lsó  század  k ö z e p e  óta  a  m a th e m a tik u so k  m in d in k á b b  tö r e k e d ­
n e k  a  fe lté t le n  sz ig o r ú sá g  e lérésére  ; e z t  h e ly e se n  is te sz ik  é s  ez a tö r ek ­
v és m in d  erő seb b en  ju t  érvén yre. A m a th e m a tik á b a n  a  sz ig o rú sá g  m é g  
n e m  m in d e n , d e  n é lk ü le  n in c s  s e m m i;  h a  va lam ely  b izon y ítás n e m  
sz ig o rú , ak k or  az te lje se n  se m m is. A z t h isz e m , ezt a z  ig a zsá g o t se n k i,  
se m  fogja  k é tsé g b e  v o n n i .  D e  h a  n a g y o n  szó szer in t v e n n ö k , akkor arra  
a  k ö v e tk e z te té sr e  ju tn á n k , h o g y  p l . : 1 8 2 0  e lő tt n e m  v o lt  m a th e m a t ik a ; 
ez  h a tá r o z o tta n  tú lz á s  l e n n e ; e ze k b en  a z  időkben a m a th e m a tik u so k  
r e n d e se n  h a llg a tó la g  o d a é r te tté k , a m it  m i  te r jed e lm esen  k ife j tü n k ; ez ;  
n e m  je le n t i  azt, h o g y  e g y á lta lá n  n em  l á t t á k ; de tú lsá g o s  gyorsan  tú l­
m e n te k  rajta, p ed ig  h o g y  jó l  lássák , k e lle tt  v o ln a  annyi fá r a d sá g o t v en n iö k , 
h o g y  m e g  is  m ond ják .
C sak h ogy  m in d ig  sz ü k sé g e s -e , h ogy  a n n y isz o r  m e g m o n d ju k  ? A k ik  
e lő szö r  e m e lté k  ki, h o g y  a  sz igorú ság  m in d e n e k e lő tt  v a ló , k ifejtettek  
o ly a n  g o n d o la tm e n e te k e t, a  m elyek  u tá n z á s á t  m e g p r ó b á lh a tju k ; de ha. 
a jö v e n d ő b e n  a  b izo n y ítá so k a t ezen  a m ó d o n  kell fe lé p íte n i, a  m a th e m a -  
tikai é r te k e z é se k  m ajd  n a g y o n  m e g n y ú ln a k ; s ha a h o s sz ú sá g tó l fé le k ,  
n e m c sa k  a zér t te szem  e z t , m ert a ttó l tartok , hogy a  k ö n yvtárak  m e g  
fo g n a k  te ln i,  h a n em  m e r t  azt h iszem , h o g y  b iz o n y ítá sa in k  ezen  m e g ­
h o ssz a b b o d á s k ö v e tk e z té b e n  elvesztik  a  h a r m ó n iá n a k  a z t  a látszatát, a  
m e ly n e k  fo n to s  sz e re p é t az  im én t fe jte g e tte m .
A  g o n d o lk o d á s  g a z d a sá g o ssá g á t k ell s z e m  előtt ta r ta n i, tehát n e m  
e lé g  u tá n z á sr a  a lk a lm a s m in tá k a t sz o lg á lta tn i. Az k e ll, h o g y  az u tá ­
n u n k  jö v ő k  m á r  n é lk ü lö z h e s s é k  eze k e t a  m intákat é s  a  h e ly ett, h o g y  
v a la m ely  m á r  e lv é g ze tt g o n d o la tm e n e te t  ism é te ln é n e k , n e h á n y  so r ­
ban ö ssz e g e z z é k . É s ez  m á r  gyakran s ik e r ü lt  is ; v o lt p l. : a g o n d o la t­
m e n e te k n e k  e g é sz  cso p o rtja , a m elyek  m in d  h a so n líto tta k  eg y m á sh o z  é s  
m in d e n ü tt  e lő ford u ltak  ; te lje se n  sz ig o rú a k , d e  h o ssz a d a lm a sa k  v o lta k ; 
eg y szer  c sa k  k id o n d o ltá k  az  egyenletes összetartás k ife je z é sé t  és ez  a z  
eg y  k ife je z é s  fe le s le g e ssé  te tte  ő k et; m á r  n e m  kellett e lism é te ln i ,  m ert  
o d a  le h e te t t  g o n d o ln i. A n e h é z sé g e k  sz ő r szá lh a so g a tó i t e h á t  k ettő s sz o l­
gá la to t t e h e t n e k ; e lő sz ö r  is , m ert m e g ta n íth a tn a k , h o g y  s z ü k sé g  e se té n  
ú g y  já r ju n k  e l, m in t  ő k , d e  főleg, m ert a  legg y a k ra b b a n  le h e tő v é  teszik , 
h o g y  n e  te g y ü n k  úgy, m in t  ők, a n é lk ü l,  hogy a zért a  sz igorú ságb ól:  
b árm it is  fe lá ld o zn á n k .
L áttuk , e g y  p é ld á n , m ily  fon tossága  v a n  a  szókn ak  a  m a th e m a tik á b a n ,.  
d e so k  m á st  is  id é z h e tn é n k . E l se  tu d n ó k  h in n i,  m e n n y ir e  g a zd a sá g o ssá  
te h e ti a g o n d o lk o d á s t  e g y  jó l  m e g v á la szto tt sz ó , a m in t  Mach m o n d ta . 
N em  tu d o m , n e m  m o n d ta m -e  m ár v a la h o l, h o g y  a m a th e m a tik a  az a
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m ű v é sz e t ,  h o g y  k ü lö n b ö z ő  d o lg o k a t egy  n é v v e l ille tü n k . E zt é r te n i kell. 
M eg leh et, h o g y  e z e k  az  a n y a g u k ra  n é z v e  k ü lö n b ö z ő  d o lg o k  alakjukban  
h a so n ló k , h o g y  ú g y szó lv á n  u g y a n a zo n  m in tá b a  ö n th e tő k . M ih elyt a  kifejezést 
j ó l  m e g v á la sz to ttu k , te lje se n  m eg lep , a m ik o r  azt látjuk , h o g y  valam ely  
ism e r e te s  tárgyra k é sz ü lt  m in d e n  b izo n y ítá s k ö z v e tle n ü l a lk a lm a zh a tó  sok  
m á s új tárgyra  is, s e m m it  s e m  k ell rajta v á lto zta tn u n k , m é g  j  szavakat 
s e m , m in th o g y  a n e v e k  u g y a n a zo k  lettek .
R ö g tö n  e sz e m b e  ju t err e  eg y  példa, a  q u a ter n ió k , a  m e ly e k r ő l nem  
k e l l  so k a t b e sz é ln e m . A  leggyak rab b an  e g y  jó l  választott sz ó  e le g en d ő  a 
r é g i n y e lv en  k ife jezett sza b á ly o k  k iv é te le in ek  e l t ü n t e t é s é le ; e zé r t  g o n ­
d o ltá k  ki a n e g a tiv  sz á m o k a t, az im a g in á r iu s  szám okat, a  v ég te len b en  
fe k v ő  p o n to k a t é s  n e m  tu d o m  én  m é g  m it. É s  n e  fe le jtsü k  e l, hogy a 
k iv é te lek  károsak , m ert e lh o m á ly o sítjá k  a té te le k e t .
ím e , ez  a  n a g y o n  te r m é k e n y  té n y e k  e g y ik  ism ertető  j e lle m v o n á s a ; 
e z e k  azok , a  m e ly e k  e z e k e t  a sz e r e n c sé s  n y e lv b e li ú jítá so k a t en ged ik  
m e g . M aga a n yers tén y  i ly e n  e se te k b en  g y a k r a n  m a jd n em  érd ek telen , 
so k sz o r  e lő fo r d u lh a to tt  a  n é lk ü l, h o g y  n a g y  szo lg á la to t te tt  v o ln a  a tu d o ­
m á n y n a k  ; c sa k  a zo n  a  n a p o n  ju t é r té k h e z , a  m ikor v a la m e ly  ügyesebb  
g o n d o lk o d ó  észrev esz i az t a  m e g e g y e z é s t , a m e ly e t v ilá g o ssá  tesz  és ezt  
e g y  szó v a l je lz i.
M ásrészrő l a fiz ik u so k  ú g y a n ú g y  já r n a k  e l ; k ita lá lták  az  en erg ia  szót  
é s  ez  a  sz ó  c so d á la to s  m ó d o n  te rm é k e n y  v o lt, m ert ez  i s  a  k iv é te lek  
k ik ü sz ö b ö lé sé v e l a lk otta  m e g  a törvén yt, ú g y  h ogy  a n y a g u k b a n  k ü lö n ­
b ö z ő  é s  a lak ju k ra  n é z v e  h a so n ló  d o lg o k a t u g y a n a zo n  n é v v e l ille tett.
A zo k  k ö z ü l a szavak  k ö z ü l, a m e ly e k  a  le g sz e r e n c sé se b b  befolyást  
g y a k o r o ltá k , m e g e m líte m  a  c so p o rt é s  in v a r iá n s  szót. E z e k  so k  m athe- 
m a tik a i o k o sk o d á s  lé n y e g é t  ism erte tték  fe l v e lü n k ; m e g m u ta ttá k  ezek, 
h o g y  h á n y  e se tb e n  v izsg á lta k  a régi m a th e m a tik u so k  c so p o r to k a t a n é l­
k ü l, h o g y  tu d n á k  é s  h á n y sz o r  történ t az , h o g y  a  m ikor a z t  h itté k , h o g y  
n a g y o n  e ltá v o lo d ta k  e g y m á stó l, e g y szerre  c sa k  azt v e tté k  észre , h ogy  
e g y m á sh o z  k ö z e le d n e k  a  n é lk ü l, h o g y  tu d tá k  v o ln a  m iért.
Ma az t m o n d a n é k , h o g y  iso m o rp h  c so p o r to k a t  v iz sg á lta k . M ost tu d ­
ju k , h o g y  v a la m ely  c so p o r tb a n  az a n y a g  c sa k  k evéssé  é r d e k e l b e n n ü n ­
k e t, h o g y  c sa k  az  a la k n a k  v a n  fo n to s sá g a  é s  a m ik o r  e g y  csop ortot  
i sm e r ü n k , m á r  e n n e k  fo ly tá n  ism erjü k  az  ö ssz e s  iso m o r p h  c so p o r to k a t; 
é s  az  á tm e n e t  k ö z v e tle n ü l le h e tsé g e s  a  g o n d o lk o d á s  m in d e n  m e g fe sz í­
té se  n é lk ü l a c so p o rt é s  iso m o r p h ism u s  szavak  h a sz n á la ta  folytán, a  
m e ly e k  n é h á n y  sz ó ta g b a  sű r ít ik  ö ssze  é s  r ö g tö n  m e g ér te tik  m in d e n k iv e l  
e z t  a  f in o m  szab á ly t. A  c so p o rt fo g a lm a  m á srészrő l k a p c so la to s  az á t­
a la k ítá sé v a l ; m ié r t  tu la jd o n ítu n k  oly n a g y  é r té k e t v a la m ely  új átalakítás 
fe lfe d e z é sé n e k  ? m ert le h e ts é g e s sé  te sz i, h o g y  egyetlen  té te lb ő l tízet vagy
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h ú sz a t k ö v e tk e z te ssü n k , é r té k e  ugyan az, m in t  a n n a k  a zér u sn a k , a  m e ly e t  
v a la m ely  e g é s z  szám  jo b b  v é g é r e  illesz tü n k .
ím e , ez  h a tározta  m e g  e d d ig  a m a th e m a tik a i tu d o m á n y  m o z g á sá n a k  
irán yát é s  b izo n y á ra  ez fo g ja  a  jö v ő b en  is m e g h a tá r o z n i. D e  é p  így  fo n ­
to ssá g a  v a n  a  fe lm erü lő  fe la d a to k  te r m é sz e té n e k  is . N em  fe le jth e tjü k  e h  
hogy  m ily e n n e k  kell le n n ie  c z é lu n k n a k : s z e r in te m  ez a  c z é l  k e t t ő s ; 
tu d o m á n y u n k  egyarán t h a tá r o s  a filozófiával, m e g  a fiz ik ával é s  m i e  
k ét s z o m sz é d u n k  szám ára  d o lg o z u n k ; m in d ig  i s  azt lá ttu k  é s  m é g  azt 
is  fogjuk  lá tn i, h ogy a m a th e m a lik u so k  k é t e l le n té te s  irá n y b a n  h a la d n a k .
E g y részrő l a m a th e m a tik a i tu d o m á n y n a k  e lm é lk e d n ie  k e ll ö n m a g á ró l, 
é s  ez  h a s z n o s , m ert ö n m a g á r ó l e lm é lk ed n ie  a n n y it  tesz, m in t  e lm é l­
k e d n i az  e m b e r i ér te lem rő l, a  m ely  a lk otta , a n n á l ink ább , m e r t  a lk o ­
tá sa i k ö z ü l ép  ez  az, a m e ly ik h e z  a  le g k e v e se b b e t  k ö lc sö n z ö tt  k ívü lről.. 
E zért h a sz n o sa k  b izo n y o s m a th em a tik a i e lm é lk e d é se k , m in t  a zok , a  
m e ly e k  c z é lja  a p o stu la tu m o k , a  szok atlan  g e o m etr iá k , vagy  a  k ü lö n ö s ­
v ise lk ed ésű  fü g g v én y ek  ta n u lm á n y o zá sa . M e n n é l in k áb b  e lté r n e k  e z e k  az  
e lm é lk e d é s e k  a  le g k ö z ö n sé g e se b b  foga lm ak tó l é s  k ö v e tk e z é sk é p  a  te r m é ­
sz e ttő l m e g  az  a lk a lm a zá so k tó l, a n n á l jo b b a n  m e g  fogják m u ta tn i,  h o g y  
m ire  k é p e s  az  em b eri e lm e , m ik o r  m in d in k á b b  fe lsza b a d u l a  k ü lső  
v ilág  z sa r n o k sá g a  alól é s  e n n e k  folytán a n n á l jo b b a n  m e g ism e r te t ik  a  
m a g a  v a ló sá g á b a n .
D e  az e lle n k e z ő  o ld a lró l, a  term észet o ld a lá ró l kell a h a d s e r e g ü n k  
fő részét irá n y ító  v ezér lé sn ek  k iin d u ln ia .
Itt ta lá lju k  a  fiziku st vag y  a  m érn ök öt, a k i  íg y  szó l h o z z á n k  : «T udja  
ö n  e z t  a  d iffe r e n c z iá l-e g y e n le te t  in teg rá ln i ? S z ü k sé g e m  v o ln a  rá  eg y  
h é t  m ú lv a  ily e n  m eg  ilyen  sz e rk esz té s  c zé ljá b ó l, a m e ly e t ek k o rra  m e g  
ek k orra  b e  k e ll  fe jezn em .#  «E z az e g y en le t  —  vá laszo lju k  m i —  n e m  
tartozik  az  in teg rá lh a tó  e g y e n le te k  egy ik  o sz tá ly á b a  sem , h is z e n  tudja  
h o g y  n e m  so k  ily en  van .»  «Igen , tu d o m , d e  a k k o r  m ire  va ló  ö n ? #  A  le g ­
töb b  e se tb e n  e lé g  vo ln a  m e g e g y e z n i; a  m é r n ö k n e k  va ló já b a n  n in c s  
sz ü k sé g e  az  in teg rá lra  v é g le g e s  k ife jezéséb en  ; c sa k  az in te g rá l-fü g g v é n y  
á lta lá n o s  m e n e té t  k ell ism e r n ie , vagy e g y sz e r ű e n  egy  b iz o n y o s  szá m o t  
akar, a  m e ly e t  k ö n n y e n  m e g k a p n á n k  eb b ő l a z  in teg rá lb ó l, h a  ism e r n ő k .  
R e n d e se n  n e m  ism erjü k , d e  a z t  a szám ot e  n é lk ü l  is  ki tu d n ó k  sz á ­
m ítan i, h a  tu d n ó k  p on tosan , m e ly  szám ra v a n  a  m é rn ö k n e k  sz ü k sé g e  é s  
m ily  p o n to ssá g g a l.
R é g e n te  c sa k  akkor te k in te tte k  va lam ely  e g y e n le te t  m e g o ld o ttn a k , a 
m ik o r  a m e g o ld á s t  vég es sz á m ú  ism e rt fü g g v é n y n y e l ki tu d tá k  fe jezn i - 
d e  ez  szá z  e s e t  k özü l e g y b e n  is  a lig  le h e ts é g e s .  A  m it m in d ig  m e g  
tu d u n k  te n n i ,  vagy  in k áb b  a  m it  m in d ig  tö r e k e d n ü n k  k e ll m e g te n n i ,  
az csak  a n n y i,  h o g y  a fe la d a to t —  hogy ú g y  m o n d ja m  —  qualitative
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megoldjuk, azaz igyekszünk felismerni az ismeretlen függvényt ábrázoló 
görbe általános alakját.
Még hátra van azután a feladat quantitativ  megoldása; de ha az 
ismeretlent nem lehet véges számítással meghatározni, mindig lehet 
összetartó végtelen sorral ábrázolni, a melynek alapján ki tudjuk szá­
mítani. Lehet-e ezt igazi megoldásnak tekintenünk ? Azt beszélik, hogy 
N ewton körülbelül a következő anagrammát közölte LEiBNiTz-czal: 
aaaaabbbeeeeii, stb. Leibnitz természetesen az egészből nem értett sem ­
mit; de mi ismerve a nyitját, tudjuk, hogy ez az anagramma modern 
nyelvre fordítva annyit jelent: «Tudok minden differencziálegyenletet 
integrálni# és kénytelenek vagyunk azt mondani, hogy NEWTON-nak igen 
nagy volt a szerencséje, vagy különös módon csalódott. Azt akarta egész 
egyszerűen mondani, hogy (a határozatlan együtthatók módszerével) tud 
olyan hatványsort alakítani, a mely a kitűzött egyenletnek formálisan 
eleget tesz.
H a so n ló  m e g o ld á s  m a  m ár n e m  e lé g íte n e  ki b e n n ü n k e t  és p e d ig  k é t  
o k b ó l;  m iv e l az  ö ssze ta rtá s  n a g y o n  la ssú  é s  m iv e l a  tagok  e g y m á su tá n  
k ö v e tk e z é sé b e n  n in c s  tö r v én y sze r ű sé g . E lle n b en  a  0  sor, úgy  lá tsz ik , 
m in d e n  ig é n y t  k ie lé g ít , e lő szö r  m iv e l  n agyon  g y o r s  az  ö ssze ta rtá sa  (e z  
a  gyak orlat e m b e r é n e k  az é rd ek e , a  k i a le h e tő  leg g y o rsa b b a n  h o z z á  
ak a r  ju tn i a sz á m já h o z ) és a zu tá n  a zér t is, m ert e g y  p illan tássa l é s z r e -  
v e sz sz ü k  a tagok  tö r v é n y sz e r ű sé g é t (a z  e lm é le ti e m b e r  e sz té tik a i ig é ­
n y e in e k  k ie lé g íté sé r e ) .
D e  akkor m á r  n in c se n e k  m e g o ld o tt  é s  m e g o ld a tla n  feladatok  ; csa k  
többé vagy kevésbé m e g o ld o tt  p r o b lé m á k  v a n n a k  a  szerin t, a  m in t  a  
m e g o ld á s t  k é p v ise lő  so r  tö b b é -k e v é sb é  gyors ö ssz e ta r tá sú , vagy tö b b é -  
k e v é sb é  h a r m o n ik u s  tö r v én y sze r ű sé g  nyilatkozik  m e g  b e n n e . M in d a z o n ­
á lta l e lő fo rd u lh a t, h o g y  va la m ely  tö k é le tlen  m e g o ld á s  m u tatja  m e g  a  
jo b b  m eg o ld á sra  v e z e tő  utat. N é h a  a  sor  ö ssze ta rtá sa  o ly  la ssú , h o g y  a  
sz á m ítá s t  n e m  le h e t  e lv é g ez n i é s  m in d ö ssz e  csa k  a n n y it  értü n k  e l v e le ,  
h o g y  a p ro b lém a  le h e tő sé g é t  b e b iz o n y íto ttu k .
É s akkor a m é r n ö k  ezt n e v e ts é g e s n e k  találja é s  ig a za  van, m e r t  ez  
n e m  se g ít i  a b b a n , h o g y  te rv e ze té t  a  m eg h a tá ro zo tt id ő r e  e lk ész ítse . A z  
k e v é ssé  érd ek li, h o g y  haszn ára  le s z -e  ez  a XXII. szá za d  m é rn ö k e in ek  ; m i  
m á sk é n t  g o n d o lk o z u n k  é s  m i g y a k r a n  sz e r e n c sé se b b e k  v agyu n k  a b b a n ,  
h o g y  u n o k á in k a t m e g k ím é ljü k  e g y  n a p i m u n k á tó l, m in t  h ogy  k o r tá r ­
sa in k k a l egy  óra i m u n k á t  m eg ta k a r ítta ssu n k .
N é h a  ta p o g a tó z á s , k ísé r le tez é s  k ö z b e n  e lé g  ö ssz e ta r tó  k ép le tre  ta lá ­
lu n k . Mit a k a r n a k  m é g , m o n d ja  a m érn ö k  ? é s  m i m in d a m e lle tt  n e m  
-vagyun k  e lé g e d e t t e k ; m i sz ere ttü k  v o ln a  előrelátni e z t  az ö ssze ta rtá st. 
M iért?  m ert h a  e g y sz e r  e lőre  tu d tu k  vo ln a  lá tn i, a k k o r  m á sk o r  is  e lő r e ­
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lá th a tn ék . S ik e r ü lt  e r e d m é n y t  e lé rn ü n k , de  e z  k e v é s  a m i sz e m ü n k b e n ,  
h a  n in c s  k o m o ly  r e m é n y ü n k , h o g y  ezt m á sk o r  i s  m e g te h e tjü k .
A m ily  m é r té k b e n  fe jlő d ik  a  tu d om án y , m in d  n e h e z eb b  le s z  teljes  
e g é sz é b e n  á t t e k in te n i ; a k k o r  m egpróbáljuk  d arab ok ra  sz e ln i, h o g y  e 
darabok e g y ik é v e l m e g e lé g e d j ü n k : szóval sp e c z ia liz á ló d u n k . H a  eb b e n  
az é r te le m b e n  h a la d n á n k  to v á b b , ez  k e lle m e tle n  akadálya v o ln a  a  tu d o ­
m á n y  h a la d á sá n a k . Már m o n d tu k , hogy h a la d á sa  k ü lö n b ö ző  r é sz e in e k  
váratlan  k a p cso la tb a  ju tása  fo ly tá n  lé te sü lh et. A  tú lsá g o s  sp ec z ia lizá ló d á s  
azt je le n te n é , h o g y  ezek  a  k a p cso la to k  le h e te t le n e k k é  vá lnak . R e m é ljü k , 
h o g y  ily e n  k o n g resszu so k , m in t  ez  a  m o sta n i, avva l, h o g y  é r in tk e z é sb e  
h o zn a k  eg y m á ssa l, k ilá tások at ny itn ak  s z á m u n k r a  a sz o m sz é d o s  te r ü ­
letre, k ö te le z n e k , h o g y  ö ssz e h a so n lítsu k  a m ie n k k e l,  h ogy  k im o z d u lju n k  
a m i k is fa lu n k b ó l és így a  leg jo b b  orvoslást fo g já k  n y ú jta n i a z  im é n t  
je lz e tt  v e sz e d e le m  ellen .
D e n a g y o n  sok áig  ta r tó z k o d ta m  az á lta lá n o ssá g o k  k ö r é b e n , id eje, 
h o g y  a r é sz le te k r e  térjek.
T e k in tsü k  át azokat a  k ü lö m b ö zö  r é sz le ttu d o m á n y o k a t, a m e ly ek  
ö ssz e ssé g e  a m a th e m a t ik a ; lá ssu k , hogy m it  te tt  m in d e g y ik ü k , h o v a  
törek szik  é s  m it  várh atu n k  tő le . H a az e lő ző  sz e m p o n to k  h e ly e s e k , azt 
k ell lá tn u n k , h o g y  a m ú lt n a g y  ha lad ása i a k k o r  á lltak  be , a m ik o r  k é t  
ily  tu d o m á n y  k ö ze led e tt e g y m á sh o z , a m ik or  tu d a tá ra  ju to ttak  a la k b eli  
h a so n la to ssá g u k n a k , a n y a g u k  k ü lö m b ö ző ség e  d aczára , m id ő n  e g y m á s  
m intájára a lak u ltak , ú g y h o g y  m in d eg y ik ü k  fe lh a sz n á lh a ssa  a m á sik  e r e d ­
m én y eit. U g y a n íg y  h a so n ló  te r m é sz e tű  k ö z e le d é se k tő l k ell v á r n u n k  a  
h a lad ást a  jö v ő b e n .
Az arithmetika.
Az a r ith m etik a  h a lad ása i la ssú b b a k  voltak, m in t  az a lg eb rá é i é s  az  
a n a líz isé i é s  k ö n n y e n  m e g é r th e tjü k , hogy m ié r t . A  fo ly to n o ssá g  é r z é se  
é r ték es  v eze tő , a  m e ly b en  n in c s  része  az a r ith m etik á v a l fo g la lk o z ó n a k  ; 
m in d en  e g é sz  sz á m  k ü lö n  á ll a  több itő l és, h o g y  ú g y  m o n d ju k , e g y é n i  
é le te t  é l ; m in d e g y ik ü k  b iz o n y o s  tek in te tb en  k iv é te l  és ezért r itk á b b a k  
az á lta lá n o s té te le k  a s z á m e lm é le tb e n , ezért v a n  az, h ogy  a  m e g le v ő k  
is  h o m á ly o sa b b a k  és h o ssza b b  id ő n  át k ik er ü lik  a  kutatók f ig y e lm é t .
H a az a r ith m etik a  h á tr á n y b a n  van  az a lg eb rá v a l é s  a n a líz isse l s z e m ­
b en , leg job b an  tesz i, h a  ig y ek sz ik  ezekről a tu d o m á n y o k ró l p é ld á t v e n n i,  
h o g y  h a szn á ra  fordítsa  a z o k n a k  a z  előn yét. A z  a r ith m etik u sn a k  t e h á t  az 
algeb rával fe n n á lló  h a so n ló sá g o k a t k ell ú tm u ta tó k u l te k in te n ie . S z á m o s  
i ly e n  h a so n ló sá g  van  és h a  so k  e se tb e n  n e m  is  ta n u lm á n y o ztá k  m é g  
e ze k e t e lé g  a la p o sa n  ah h o z , h o g y  fe l le h e sse n  ő k e t  h a szn á ln i, le g a lá b b  
rég ó ta  sejtik  é s  a  két tu d o m á n y  a z o n o s n y e lv e  a z t  m utatja , h o g y  é s z r e ­
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v e tté k  őket. íg y  v a n  az, h o g y  b e sz é ln e k  tr a n sc e n d e n s  szá m o k ró l é s  ú g y  
a d n a k  sz á m o t r ó lu k , h o g y  e  s z á m o k  jöven d ő  o sz tá ly o zá sá n a k  a m in ta ­
k é p e  m ár m o st  is  a  tr a n sc e n d e n s  fü g g v én y ek  o sz tá ly o zá sa , a zo n b a n  m é g  
n e m  látják jó l, h o g y a n  le h e t  m ajd  eg y ik  o sz tá ly o zá sró l a m á sik ra  á t ­
té r n i ; de h a  e z t  m e g lá ttá k  v o ln a , ak k or  m ár m e g  is  v o ln a  é s  n em  l e n n e  
a  jö v ő  m un kája .
A z e lső  e s z e m b e  ö tlő  p éld a  a  k o n g ru en cz iá k  e lm é le te , a m e ly b e n  
tö k é le te s  p á r h u z a m o ssá g o t  ta lá lu n k  az  a lgebrai e g y e n le te k  e lm é le té v e l .  
B izo n y á ra  le s z  id ő , a m ik o r  te lje s sé  teszik  azt a  p á rh u za m o ssá g o t, a  
m e ly n e k  pl. az  a lg eb ra i g ö rb ék  é s  a  kétvá ltozós k o n g r u e n c z iá k  e lm é le t e  
k ö z ö tt fe n n  k e ll á lla n ia . É s a  m ik o r  a tö b b v á lto zó s  k o n g ru en cz iá k r a  
v o n a tk o zó  fe la d a to k  m e g  le sz n e k  o ld va , ez le sz  az  e lső  lép és  a h a tá r o ­
z a tla n  a n a liz is  so k  k é r d é sé n e k  m e g o ld á sá h o z .
M ásik p é ld á t ad  a sz á m testek  é s  ideálok  e lm é le te ,  a h o l a z o n b a n  a 
h a so n ló sá g o t c sa k  u tó la g  v e tték  é sz re . E n n ek  e lle n té t e  gy a n á n t v iz s g á l­
ju k  a v a la m ely  fe lü le te n  v o n t g ö r b é k e t ; a lé te z ő  szá m o k n a k  a  t e l j e s  
m e tsz é se k  fo g n a k  m e g fe le ln i, az id eá lo k n a k  a n e m  tö k é le te s  m e tszé se k *  
a tö rzsid eá lo k n a k  a sz é tb o n th a ta tla n  g ö r b é k ; az id e á lo k  k ü lö n b ö ző  o s z ­
tá ly a in a k  is  m e g v a n n a k  a m a g u k  analogon ja ik .
N e m  le h e t  k é ts é g  a fö lött, h o g y  ez  a  h a so n ló sá g  v ilá g o ssá  tud ja  t e n n i  
az id eá lo k -, v a g y  a  fe lü le tek  e lm é le té t ,  vagy ta lán  m in d k e ttő t  e g y sz er re .
A z a lak ok  é s  k ü lö n ö se n  a q u a d r a tik u s a lakok  e lm é le te  b en ső  k a p c s o ­
la tb a n  van  az id e á lo k év a l. H a az  a r ith m etik a i e lm é le te k  közt ez a z  e lső k  
k ö zö tt volt, a  m e ly e k  k ia la k u lta k , ez  akkor tö r té n t , a m ik or  o d á ig  
ju to tta k , h o g y  a  lin e á r is  á ta la k ítá so k  csop ortja in ak  v izsgá latával e g y s é ­
g e s s é  tették .
E zek  az á ta la k ítá so k  le h e tő v é  te tté k  az o sz tá ly o z á s t  é s  k ö v e tk e z é sk é p  
a  r en d e zé st  is . T a lá n  en n e k  m á r  m in d e n  g y ü m ö lc sé t  lesze d té k , a m it  r e ­
m é ln i le h e te tt;  d e  h a  ezek  a  l in e á r is  áta lakítások  g e o m e tr ia i  p e r sp e k tiv á k  
sz ü lő i ,  az a n a lit ik u s  g e o m etr ia  so k  m á s  áta lak ítást szo lg á lta t (m in t  p é l­
d á u l v a la m ely  a lg eb ra i görb e  b ir a cz io n á lis  á ta la k ítá sa it), a  m e ly e k  a r ith ­
m etik a i a n a lo g o n ja it  k eresn i e lő n y ö s  lesz . E zek  k é tsé g te le n ü l n e m  fo ly ­
to n o s  c so p o r to k a t fo g n a k  a lk o tn i, a  m e ly e k n ek  e lő s z ö r  az a la p ta r to m á n y á t  
k e ll v iz sg á ln i, m e r t  ez  lesz  m in d e n n e k  a  k u lcsa . E b b e n  a v iz sg á la tb a n  
n e m  h isz e m , h o g y  Minkowski Geometrie der Z a /iíe n - já n a k  jó  h a s z n á t  
n e  le h e tn e  v e n n i.
A  folytonos változóknak a számelméletbe való bevezetése HERMiTE-nek 
olyan gondolata, a melyből még nem szedték ki mindazt, a mit tartal­
maz. Most tudjuk, hogy mi a jelentősége. Vegyünk kiindulási pontul 
két alakot, F-et és F'-l, a melyek közül a második meghatározott quad­
ratikus alak é s  alkalmazzuk rájuk ugyanazt az átalakítást; ha az F '  alak
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az á ta lak ítás u tá n  red u k ált, a k k o r  azt m on d ju k , h o g y  az á ta la k ítá s r e d u ­
kált, továb b á , h o g y  az F  alak a z  átalakítás u tá n  red ukált. E b b ő l k ö v e t­
kezik , h o g y  h a  az  F  alak ö n m a g á b a n  á ta la k íth a tó , töb b  red u k áltja  l e h e t ; 
d e ez  a k e lle m e t le n sé g  lé n y e g e s  é s  se m m ily e n  k e r ü lő  ú ton  e le jé t  n e m  
v eh etjü k  ; m á sr ész t  n e m  gáto lja  m e g , hogy e z e k  a  redukáltak  n e  e n ­
gedjék  m e g  az a la k o k  o sz tá ly o zá sá t. V ilágos, h o g y  e z t  az e d d ig e lé  csak  
alakok ra  é s  n a g y o n  k ü lö n leg e s  á talakításokra a lk a lm a zo tt g o n d o la to t  ki 
le h e t  te r je sz ten i n e m  lin eá r is  á ta la k ítá si c so p o r to k r a  is, j e le n tő s é g e  so k ­
kal n a g y o b b  é s  m é g  n e m  m e r ü lt  ki.
A  tö r zsszá m o k  e lm é le te  o ly  r é s z e  az a r ith m etik á n a k , a h o l lá ts z ó la g  
te lje sen  h iá n y z ik  az e g y sé g ;  csak  a sy m p to tik u s tö rv én y ek et ta lá lta k  é s  
n e m  r e m é lh e tü n k  m á s fé lé k e t ; d e  eze k  a tö m e g e k  e lsz igete ltek  é s  csa k  
k ü lö m b ö ző  u ta k o n  le h e t  hozzájuk ju tn i,  a m e ly e k  —  úgylátszik  —  n e m  
k ö z lek ed h e tn e k  e g y m á ssa l. A zt h isz e m , h o g y  é n  látom , h o n n a n  fo g  
k iin d u ln i a z  ó h a jto tt egység , d e  csak  n a g y o n  h a tá ro za tla n u l l á t o m ; 
k étség k ív ü l m in d e n  v issz a  fog v e z e tő d n i a t r a n sc e n d e n s  fü g g v é n y e k  eg y  
osztá lyán ak  a ta n u lm á n y o zá sá ra , a  m elyek  s z in g u lá r is  h e ly e in ek  v iz s g á ­
la ta  é s  Darboux m ó d sze ré n e k  a lk a lm a zá sa  fo ly tá n  leh e tség e s  le s z  ig e n  
n a g y  szá m o k  b iz o n y o s  fü g g v é n y e it  a sy m p to tik u sa n  k iszá m íta n u n k .
A/, algebra.
Az a lg eb ra i e g y e n le te k  e lm é le te  m é g  sok á ig  ig é n y b e  fogja v e n n i  a  
m a th e m a tik u so k  f ig y e lm é t ; sz á m o s é s  k ü lön b öző  o ld a lró l le h e t  e z t  a 
ta n u lm á n y t  e lk e z d e n i; a leg fo n to sa b b  b izon yára  a  c so p o r te lm é le t , a  
m e ly r e  v issza  fo g u n k  té rn i. De o tt  v a n  a g y ö k ö k  sz á m ér té k é n e k  m e g ­
határozása  é s  a v a ló s  gyök ök  sz á m á n a k  e ld ö n té se  is . Laguerre k im u ta tta ,  
h o g y  Sturm n e m  m o n d o tt  m e g  m in d e n t  erre a  p o n tra  v o n a tk o z ó la g .  
O ly in v a r iá n so k  r e n d sz e r é n e k  a ta n u lm á n y o zá sá ró l van  szó, a  m e ly e k  
n e m  változtatják  e lő je lü k e t, ha a  v a ló s  gyökök sz á m a  ugyanaz m a r a d .  
A lk o th a tu n k  o ly  fü g g v é n y e k e t á b r á z o ló  sorokat is , a  m elyek  s z in g u lá r is  
pon tja i v a la m ely  a lg e b r a i e g y en le t  k ü lön b öző  g y ö k e i (pl. o lyan  r a c z io -  
n á lis  tört fü g g v é n y e k e t , a  m elyek  n e v e ző je  e n n e k  a z  eg y en le tn ek  a  b a l 
o ld a la ) ; a  m a g a sfo k ú  tagok  e g y ü tth a tó i adják k is e b b  vagy n a g y o b b  m e g ­
k ö z e líté s se l a  g y ö k ö k  e g y ik é t;  o ly a n  szám vetési e ljá r á s  csírája van  e b b e n ,  
a  m e ly e t r e n d sz e r e s  ta n u lm á n y  tá rg y á v á  leh et t e n n i .
N é g y  é v tiz ed d e l e z e lő t t  úgy lá tsz o tt, hogy az a lg e b r a i alakok in v a r iá n ­
sa in a k  e lm é le te  m a g á b a  olvasztja az  e g é sz  a lg e b r á t ; m a  m ár ez  a  t u ­
d o m á n y á g  e lh a g y a to tt á llap otb an  v a n  ; azonban n e m  az anyag m e r ü lt  
k i ; csak  ki k e ll te r je sz te n i, úgy, h o g y  n e  sz o r ítk o z z u n k  több é p l. a  
l in e á r is  a lak ítások ra  v o n a tk o zó  in v a r iá n so k ra , h a n e m  vizsgáljuk a z o k a t
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is, a melyek tetszőleges csoportra vonatkoznak. A régen szerzett tételek 
így más, általánosabb tételeket fognak sugalmazni, a melyek körülöttük 
csoportosulnak épúgy, mint a hogy valamely kristály növekszik a m eg­
felelő oldatban. És a mi GoRDAN-nak azt a tételét illeti, hogy a külön­
böző invariánsok száma véges, a melynek a bizonyítását H ilbert oly 
szerencsésen egyszerűsítette, nekem úgy tetszik, hogy sokkal általáno­
sabb kérdés feltevésére vezet bennünket: ha adva van az egész poly- 
nomok végtelen sokasága, a mely ezen sokaság véges számú tagjától 
függ algebrailag, le lehet-e vezetni ezeket mindig véges számú tagból ?
N e m  kell a z t  h in n ü n k , h o g y  a z  a lg eb ra  v é g le g  b e  van  fejezve, m iv e l  
sza b á ly o k a t ad a z  ö ssz e s  leh ető  k a p cso la to k  a la k ítá s á r a ; hátra van  m é g ,  
h o g y  érd ek es k a p cso la to k a t k e r e s sü n k , olyanokat, a  m e ly ek  b iz o n y o s f e l ­
té te lek n e k  fe le ln e k  m e g . így  a  h a tá r o z a tla n  a n a líz is  b izonyos faja fo g  
k ele tk ezn i, a  m e ly b e n  az i s m e r e t le n e k  m ár n e m  le sz n e k  egész  s z á m o k ,  
h a n e m  r a cz io n á lis  e g é sz  fü g g v é n y e k . Ez a lk a lo m m a l tehát az a lg e b r a  
v e sz i m in táu l a z  a r itb m etik á t, a  m e n n y ib e n  az e g é s z  szám nak  a k á r  a  
te tsz ő le g e s  e g y ü tth a tó s  egész  p o ly n o m m a l, akár a z  e g é sz  szám'ú e g y ü t t ­
h a tó s  eg ész  p o ly n o m m a l való h a so n ló sá g á t  fogad ja  e l  irányítónak.
A d ifferencziá legyen lctek .
Már sok at te tte k  a  lin eáris d if fe r e n c z iá le g y e n le te k r e  v o n a tk o zó la g  é s  
c sa k  az van h á tr a , h o g y  tö k é le te s ítsü k , a m it e d d ig  m egk ezd ték . A  n e m  
l in e á r is  d iffe r e n c z iá le g y e n le te k e t i l le tő le g  azon b an  so k k a l hátrább  v a g y u n k  
R é g ó ta  e lv e sz e tt  szá m u n k ra  az  a  r em é n y , b o g y  ism e r t  fü ggvén yek  s e g í t ­
sé g é v e l  le h e s s e n  in te g r á ln i; t e h á t  az ezen  d if fe r e n e z iá le g y e n le te k k e l  
é r te lm e z e tt  fü g g v é n y e k e t  m a g u k é r t  k ell v iz sg á ln u n k  és  m in d e n e k e lő t t  e 
fü g g v én y ek  r e n d s z e r e s  o sz tá ly o zá sá ra  kell t ö r e k e d n ü n k ; k é tsé g k ív ü l a 
s in g u la r is  h e ly e k  sz o m sz é d sá g á b a n  va ló  n ö v e k e d é s  m ódjának v iz sg á la ta  
fo g ja  eze n  o sz tá ly o z á s  első  e le m e i t  szo lgá lta tn i, d e  m i csak akk or le s z ü n k  
m e g e lé g e d v e , h a  m egta lá lták  a z  átalakítások  b iz o n y o s  c sop ortjá t ( p é l ­
d á u l Cremona á ta la k ítá sa i), a  m e ly  ugyan azon  s z e r e p e t  fogja já t s z a n i  a 
d ifT eren cz iá leg y en le tte l s z e m b e n , m in t  a b ir a c z io n á lis  á ta lak ítások  c s o ­
portja  az a lg e b r a i görb ék re n é z v e .  A kkor u g y a n a z o n  osztályba s o r o z h a t ­
ju k  m ajd u g y a n a z o n  e g y en le t v a la m e n n y i tran szform áltjá t. V e z e tő n k  egy  
m á r  kész e lm é le t t e l  való h a s o n ló sá g  lesz , t. i. a  b ir a c z io n á lis  á ta la k ítá so k ra  
é s  va lam ely  a lg e b r a i görbe n e m é r e  vonatk ozó e lm é le t .
M agunk e lé  tű zh etjü k , h o g y  e  fü g g v én y ek  v izsg á la tá t v issz a v e ze ssü k  
a z  egyérték ű  fü g g v é n y e k é r e  é s  p e d ig  k é tfé lek ép : tu d ju k , hogy h a  y = f( x ) ,  
b á rm ily en  is  a z  f(x )  fü g g v é n y , y -1 é s  x - e t  k i l e h e t  fejezni v a la m e ly  t 
se g é d v á lto zó  e g y é r té k ű  fü g g v é n y e iv e l;  de h a  f{ x )  valam ely  d ififeren cziá l-
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e g y e n le t  m e g o ld á sa , m ily en  e se tb e n  te sz n e k  e le g e t  e z e k  a  k iseg ítő  e g y -  
é r té k ű  fü g g v é n y e k  m a g u k  d iffe re n c z iá leg y e n le te k n ek  ? N e m  tu d ju k ; é p  
ú g y  n e m  tu d ju k , h o g y  m ily e n  e se tb e n  fe jezh ető  ki az  á lta lá n o s in te g r á l  
F (x , y) =  te ts z ő le g e s  á llan d ó  a la k b a n , a  h o l F (x, y) egyérték ű .
S ú ly t h e ly e z e k  a  va lam ely  d if fe re n c z iá leg y e n le tte l é r te lm e z e tt  g ö r b é k  
q u a lita tiv  v izsg á la tá ra . A  le g e g y sz e r ű b b  e se tb e n , a  m ik o r  az e g y e n le t  
e lső r e n d ű  é s  e lső fo k ú , ez a v izsg á la t a  h a tá rcy k lu so k  szá m á n a k  m e g ­
h a tá ro zá sá ra  v eze tő d ik  v issza . N a g y o n  fin o m  v izsgá la t ez, a  m e ly e t m e g -  
k ö n n y íth e t v a la m ely  a lgeb rai e g y e n le t  v a ló s  gyök ei sz á m á n á k  k e r esésé h e z  
v a ló  h a s o n la to s s á g a ; a m ikor v a la m ely  tén y  k ép es  le s z  e  h a so n la to ssá g  
te r m é sz e té t  m eg v ilá g íta n i, e lőre  b iz o n y o sa k  leh e tü n k , h o g y  term ék en y  le s z .
A parcziális d ifferencziá legyen letek .
A  parcziá lis d iffe re n c z iá leg y e n le te k r e  von a tk o zó  ism e r e te in k  ú jabban  
lé n y e g e s  lé p é s se l  ha lad tak  e lőre  F redholm fe lfe d e zé se i k ö v etk eztéb en . 
D e h a  k ö ze lrő l k u ta tju k  eze k n ek  a z  e r e d m é n y e k n e k  a lén y eg é t, ak k or  
a zt lá tju k , h o g y  e n n e k  a n e h é z  e lm é le tn e k  egy  m á s, so k k a l egyszerű b b  
fe la d a t, t. i. a d e te rm in á n so k  é s  az e lső fo k ú  e g y e n le te k  problém ája, 
m in tá já ra  való  a lak ításáró l van szó. A z  e lm é le t i  fizika p r o b lé m á in a k  n a g y  
r é s z é b e n  az in te g rá la n d ó  e g y e n le te k  lin e á r isa k ;  eze k  tö b b v á lto zó s ism e ­
r e t le n  fü g g v é n y e k  érte lm e zé sé r e  sz o lg á ln a k  é s  az é r te lm e z e tt  fü g g v én y ek  
fo ly to n o sa k . M ié r t?  M ert a  m ik o r  az  e g y en le tek e t fe lírtu k , az an y a g o t  
fo ly to n o sn a k  te k in te ttü k . De az a n y a g  n e m  fo ly ton os, h a n e m  a tom ok b ól 
v a n  ö ssz e té v e  é s  h a  úgy  írtuk v o ln a  fe l az  e g y e n le te k e t, m in t  azt o lyan  
m e g fig y e lő  te tte  v o ln a , a k in ek  a s z e m e  e lé g  é le s  a h h o z , h o g y  m eg lá ssa  
az a to m o k a t, n e m  k a p tu n k  v o ln a  b iz o n y o s  ism e re tle n  függvények  m e g ­
h a tá ro zá sá ra  a lk a lm a s  k ev ésszá m ú  differencziálegyenletet, h a n em  so k  
is m e r e t le n  állandó  m eg h a tá ro zá sá ra  h a szn á lh a tó  n a g y sz á m ú  algebrai 
e g y e n le te t . É s  e z e k  az a lgeb rai e g y e n le te k  e lső fo k ú a k  le tte k  v o ln a , ú g y , 
h o g y  —  v é g te le n  tü r e le m m e l •—  k ö z v e tle n ü l a lk a lm a zh a ttu k  volna rájuk  
a  d e te r m in á n so k  m ó d sze ré t.
M in th ogy  a z o n b a n  é le tü n k  r ö v id sé g e  n e m  en g e d  m e g  o lyan  fé n y ­
ű z é s t ,  m in t a v é g te le n  tü re lem , m á sk é p e n  k e ll e ljá r n u n k , á t kell té r ­
n ü n k  a  határra, ú g y  h o g y  az a n y a g o t fo ly to n o sn a k  te k in tjü k . K ét m ó d  
v a n  az  első fok ú  e g y e n le te k  e lm é le té n e k  h a tá r á tm e n e t  ú tjá n  tö r tén ő  á t ­
a la k ítá sá r a . V izsg á lh a tju k  a k ü lö n á lló  e g y e n le te k  v é g te le n  sok aságát, a  
m e ly e k b e n  a h a s o n ló a n  k ü lö n á lló  ism e r e t le n e k  szá m a  v é g te le n . Ezt te tte  
pl. Hill a h o ld e lm é le tb e n . A kkor v é g te le n  r en d ű  d e te r m in á n so k k a l v a n  
d o lg u n k , a m e ly e k  ú g y  v iszon y la tiak  a  k ö z ö n s é g e s  d e te r m in á n so k h o z ,  
m in t  a  sorok  a v é g e s  ö ssze g ek h e z .
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F e lv e h e tü n k  a zo n b a n  o ly  parcziá lis d if fe r e n c z iá le g y e n le te t  is , a  m e ly , 
h o g y  ú g y  m o n d ju k , ez  e g y e n le te k  fo ly to n o s, v é g te le n  so k a sá g á t  k ép v ise li  
é s  ez t fe lh a sz n á lh a tju k  o ly  is m e r e t le n  fü g g v é n y  m eg h a tá ro zá sá ra , a  m e ly  
az is m e r e t le n e k  fo ly to n o s, v é g te le n  s o k a sá g á t  kép v ise li. E k k o r  m ás  
v é g te le n r e n d ű  d e te r m in á n so k a t  kap un k , a  m e ly e k  úgy  v isz o n y la n a k  a  
k ö z ö n s é g e s  d e te r m in á n so k h o z , m in t az in te g r á lo k  a v é g e s  ö s s z e g e k h e z .  
E zt te tte  F redholm ; s ik e r e  m á sr é sz t  a  k ö v e tk e z ő  tén y b ő l e r e d  : h a  va­
la m ely  d e te r m in á n sb a n  a  fő á tló b a n  lev ő  e le m e k  1 -gyei e g y e n lő k  é s  a  
tö b b i e le m e k e t  e lső r e n d ű  h o m o g é n  k ife je z é s e k n e k  te k in tjü k , ú g y  r e n ­
d e z h e tjü k  a  d e te r m in á n s  k ife jte tt  alakját, h o g y  egy  c so p o r tb a n  e g y e s ít ­
jük az  u g y a n a z o n  ren d ű  h o m o g é n  ta g o k a t. F redholm v é g te le n  d e ter ­
m in á n sá r a  le h e te t t  a r e n d e z é s n e k  ezt a m ó d já t  a lk a lm a zn i é s  az  e r e d ­
m é n y  a z  vo lt, h ogy  i ly e n  m ó d o n  ö ssz e ta r tó  so r t k a p u n k .
B izo n y á ra  ez  a h a so n la to ssá g  v eze tte  F redholm-o(, d e  e v v e l m e g k a p ­
tu n k -e  m á r  m in d e n t, a m it  m e g  kell b e lő le  k a p n u n k  ? B izo n y á ra  n e m  ; 
h a  a s ik e r t  a z  e g y e n le te k  lin e á r is  a la k já n a k  k ö szö n h etjü k , u g y a n ily  ter ­
m é sz e tű  g o n d o la tm e n e te t  k e ll  tu d n u n k  a lk a lm a z n i v a la m en n y i, l in eá r is  
a la k ú  e g y e n le tr e  v o n a tk o zó  p ro b lém á b a n , s ő t  a  k ö z ö n ség e s  d ifferen cz iá l-  
e g y e n le te k r e  v o n a tk o zó k b a n  is, m ivel e z e k n e k  az in te g rá lá sá t m in d ig  
v issza  le h e t  v eze tn i v a la m e ly  lineáris e ls ő r e n d ű  parcziá lis d ifferen cziá l-  
e g y e n le té r e .
N e m r é g ib e n  h o z z á fo g ta k  a  Dirichlet f é le  p r o b lé m á n a k  é s  a ve le  
ö ss z e fü g g ő  m á s p r o b lé m á k n a k  m ás e sz k ö z ö k k e l való m e g o ld á sá h o z , úgy  
h o g y  D irichlet ered eti g o n d o la tá r a  v issz a té r v e  va lam ely  h a tá ro zo tt in t e ­
g r á l m in im u m á t  k eresik , d e  ez  a lk a lo m m a l sz ig o rú  eljárások  útján . K ét­
s é g t e le n n e k  tartom , h o g y  n a g y  n e h é z s é g  n é lk ü l s ik e r ü ln i fog  a k ét  
m ó d sz e r t  k ö ze le b b  h o z n u n k  e g y m á sh o z , k ö lc sö n ö s  v isz o n y u k r ó l szá m o t  
a d n i m a g u n k n a k  é s  é p  o ly  k evéssé  k é te lk e d e m  abb an , h o g y  eb b ő l úgy  
az e g y ik n e k , m in t a m á sik n a k  sok at k e l l  n y ern ie . H ilbert k ettős k e z ­
d e m é n y e z é s e  folytán  m á r  e z e n  az ú to n  h a la d u n k .
A/. A bel-féle függvények .
T u d ju k , h o g y  az Abel fé le  fü g g v é n y e k r e  v on atk ozó lag  m e ly  fők érd és  
m e g o ld á sa  van  m ég  h á tra . V alam ely  a lg e b r a i görb ére  v o n a tk o zó  in te g r á ­
lo k b ó l e r e d ő  Abel fé le  fü g g v é n y e k  n e m  a  le g á lta lá n o sa b b a k ;  eze k  csak  
e g y  k ü lö n le g e s  e se te t  j e le n te n e k  é s  a z ér t  sp ec z iá lis  ABEL-féle fü g g v é n y e k ­
n e k  le h e t  ő k e t n e v e z n i.  M ilyen  k a p cso la tb a n  van n ak  e z e k  az á lta lá n o s  
fü g g v é n y e k k e l é s  h o g y a n  le h e t  ez u tó b b ia k a t  o sz tá ly o z n i?  M ég n e m ­
r ég  a  m e g o ld á s  n a g y o n  m e ssz e fe k v ő n e k  te tsz e lt . Ma m á r  a  p ro b lém á t  
v ir tu á lisa n  m e g o ld o ttn a k  te k in te m , a  m ió ta  Castelnuovo é s  Enriques k ö ­
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zölték a kettőnél több méretű pontsokaságok totális differencziáljainak 
integráljaira vonatkozó legújabb értekezésüket. Most már tudjuk, hogy 
vannak görbével kapcsolatos ABEL-féle függvények és felülettel kapcsola­
tosak és hogy sohase lesz szükséges kettőnél több méretű sokaságokhoz 
emelkednünk. H a  ezt a tényt kapcsolatba hozzuk W irtinger dolgozatai­
nak következményeivel, kétségtelenül végére jutunk minden nehéz­
ségnek.
Függvénytan.
F ő k é n t  a két- é s  tö b b v á lto zó s fü g g v é n y e k r ő l ak arok  b e sz é ln i.  Az 
e g y e t le n  vá ltozós fü g g v é n y e k k e l való h a so n la to ssá g u k  é r té k e s  v e ze tő , de  
n e m  e le g e n d ő ;  a  k é t fé le  fü ggvén yek  k ö z ö tt lé n y e g e s  k ü lö n b sé g  van  és  
v a la h á n y szo r  csak  ú g y  a k aru n k  á lta lá n o síta n i, h o g y  egy ik rő l a m ásik ra  
á tté r ü n k , váratlan a k a d á ly ra  b u k k a n u n k , a  m e ly e t  s ik e r ü lt  n é h a  k ü lö n ­
le g e s  fogások k a l le g y ő z n i ,  d e  a m e ly  g y a k ra n  m á ig  is  le d ö n th e te t le n  
m arad t. G o n d o sa n  fe l  k e ll teh á t k u ta tn u n k  a zo k a t a té n y e k e t, a m e ly ek  
o ly a n  te rm é sz e tű ek , h o g y  v ilágosságot d e r íth e tn e k  e n n e k  az e g y v á lto zó s  
é s  a  tö b b v á lto zó s fü g g v é n y e k  közt fe n n á lló  k ü lö n b sé g n e k  a  lé n y e g é r e .  
E lőször  is  k özelrő l m e g  k e ll v izsg á ln u n k  a zok at a  fo g á so k a t, a m elyek  
e r e d m é n y r e  v e ze ttek  b iz o n y o s k ü lö n leg e s  e se te k b e n , h o g y  lá ssu k , m i 
le h e t  e ze k n ek  k ö zö s v o n á sa . M iért le h e te t le n  ig e n  g yak ran  v a la m ely  
n é g y m é r e tű  térb en  a  k o n fo rm is  le k é p e z é s  é s  m it k ell a h e ly ér e  te n n ü n k  ? 
N e m  n é g y v á lto zó s  h a r m o n ik u s  fü g g v é n y e k  le s z n e k -e  az egy v á lto zó s  
fü g g v é n y e k  igazi á lta lá n o sítá sa , a m e ly ek  v a ló s  r észe i csak  k ü lö n le g e s  e s e ­
te i a k étv á lto zó s fü g g v é n y e k n e k ?  A  tö b b v á lto z ó s  tr a n sc e n d e n s  fü g g v é ­
n y ek  v izsgá la tán á l l e h e t - e  valam i h a sz n u n k  ab b ó l, a  m it az a lg eb ra i  
vagy r a cz io n á lis  fü g g v é n y e k r ő l tud un k , vagy  m á s szó v a l, m ily  é r te le m b e n  
m o n d h a tju k , h o g y  a  k é tv á lto zó s tr a n sc e n d e n s  fü g g v é n y e k  ú g y  v isz o n y -  
iá n a k  az  eg yvá ltozós tr a n sc e n d e n s  fü g g v é n y e k h e z , m in t  a  kétvá ltozós  
r a c z io n á lis  fü g g v é n y e k  a z  egyváltozós r a cz io n á lis  fü g g v é n y e k h e z ?
Ig a z -e , h o g y  h a  z = f ( x ,  y), b á r m ily e n  fü g g v é n y  is  f,  az x , y  é s  z 
e g y szerre  k ife jezh ető  k é t  segéd vá ltozó  e g y ér ték ű  fü g g v é n y e ib e n , vagy, 
h o g y  o ly  k ife jezést h a szn á lju n k , a  m e ly e t  a h a szn á la t  kezd sz e n te s íte n i,  
le h e t  e  a  k é tvá ltozós fü g g v é n y e k e t úgy  uniform izálni, a h o g y  az e g y ­
v á lto zó s fü g g v é n y e k e t in fo rm izá lju k  ? M eg e lé g sz e m  a k é r d é s  fe lv e tésév e l,
m e ly n e k  a  m e g o ld á sá t ta lán  a k ö ze l jö v ő  m e g h o z z a  szá m u n k r a .
Csoportelm élet.
A c so p o r te lm é le t  n a g y  terjed e lm ű  tárgy, a m e ly rő l so k a t l e h e tn e '  
m o n d a n i.
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N a g y o n  sok féle  c so p o r to k  v a n n a k  é s  b árm ily  o sz tá ly o zá st fo g a d u n k  is- 
el, m in d ig  ta lá lu n k  ú jak at, a m e ly e k  n e m  ille n e k  b e lé . K orlátot fogok  
m a g a m n a k  szabn i é s  c sa k  Lie fo ly to n o s  csoportja iró l é s  Galois n e m ­
fo ly to n o s  cso p o rtja iró l fogok  itt b e s z é ln i ,  a m e ly ek  e g y ik é t  é p  ú g y , m in t  
a m á s ik á t  v é g e sr e n d ű  c so p o rto k n a k  sz o k á s n e v e zn i, bár e n n e k  az e ln e v e ­
z é s n e k  n in c s  az e g y ik r e  te ljesen  u g y a n a z  a  je le n té se , m in t  a  m á sik r a  n é z v e .
A  L ie fé le  c so p o r to k  e lm é le té n e k  k ü lö n ö s  vezető je  v a n ;  v a la m ely  v é ­
g e s  á ta la k ítá s  v é g te le n  so k  in f in ite z im á lis  á ta lak ítás ö ssze k a p cso lá sá n a k  
e r e d m é n y e . L e g eg y sze rű b b  az az  e se t , a m ik or  e z e k  az in f in ite z im á lis  
á ta la k ítá so k  v is sz a m e n n e k  az 1 + e - n a l  való  e g y sz er ű  szorzásra , a  h o l s 
n a g y o n  k icsi. E z e k n e k  az á ta la k ítá so k n a k  az ism é t lé sé b ő l szá rm a z ik  a k ­
kor a z  e x p o n e n tiá lis  fü g g v é n y ;  íg y  ju to t t  rá Neper. T u d ju k , h o g y  az  
e x p o n e n t iá l is  fü g g v é n y t  n agyon  e g y sz er ű  é s  n a g y o n  össze ta rtó  sorra l 
le h e t  áb rázo ln i é s  a  h a so n la to ssá g  a z u lá n  m eg m u ta tja , h o g y  m e ly  u ta t  
k e ll k ö v e tn ü n k . E zt a  h a so n la to ssá g o t m á srészt k ü lö n le g e s  je le k k e l le h e t  
k ife jez n i, a m elyre  s z iv e s  e n g e d e lm ü k k e l n e m  fogok  m o st k iter je szk ed n i. 
M ár n a g y o n  előre ju to t tu n k  Lie, Killing é s  Cartan m u n k á ssá g a  fo ly tá n ; 
m á r c sa k  a b iz o n y ítá so k  e g y sz e r ű s íté se , továb b á az e r e d m é n y e k  k a p c so ­
la tb a  h o z á sa  és o sz tá ly o z á sa  v a n  h átra .
A  GALois-féle c so p o r to k  v iz sg á la ta  sok k a l h átráb b  m a r a d t;  é s  ezt  
m e g  le h e t  m a g y a r á z n i; ez u g y a n a zo n  ok b ó l tö r té n t , a  m ié r t  az  an a líz is  
e lő b b r e  ju tott, m in t  a z  a r ith m etik a , m e r t  a fo ly to n o ssá g  n a g y  k ö n n y e b b ­
sé g e k e t  okozott, a m e ly e k e t  ki tu d ta k  h a szn á ln i a  k u ta tó k . D e  sz e r e n ­
c sé r e  a  két e lm é le t  k ö z ö tt  h a tá ro zo tt p á r h u za m o ssá g  van  é s  arra  k e ll 
tö r e k e d n ü n k , h o g y  e z t  m in d in k á b b  érv én y re  ju tta ssu k . A h a so n ló sá g  
t e lje s e n  ugyan az, m in t  a m e ly e t az  a r ith m etik a  és a lg eb ra  k ö zö tt lá ttu n k  
é s  u g y a n ú g y  h a sz n u n k r a  is fo rd íth a tju k .
A geom etria .
U gylá tsz ik , h o g y  a  g eo m etr ia  n e m  ta rta lm a zh a t se m m it, a  m i n e m  
l e n n e  m á r  m eg a z  a lgeb ráb an  v a g y  az a n a líz isb en  ; h o g y  a  g eo m etr ia  
té n y e i  n e m  m á so k , m in t  az a lg eb ra i vagy  a n a liz isb e li té n y e k n e k  m á s  
n y e lv e n  va ló  k ife je z é se i. A zt le h e t n e  te h á t h in n ü n k , h o g y  a m o st v é g ­
z e tt  s z e m le  u tá n  s e m m i m o n d a n iv a ló n k  n em  m arad , a m i k ü lö n  a 
g e o m e tr iá r a  v o n a tk o z n é k . Ez az t j e le n te n é ,  h o g y  fé lre ism erjü k  m é g  egy  
jó l szerk esz te tt  n y e lv n e k  a j e le n tő s é g é t  is, h o g y  n em  é rtjü k , m it  c sa to l 
a d o lg o k h o z  m a g u k h o z  e d o lg o k  k ife je z é sé n e k  é s  eb b ő l k ö v e tk e z ő  c s o ­
p o r to sítá sá n a k  m ó d ja .
E lő sz ö r  is a g e o m e tr ia i  m e g g o n d o lá so k  új p ro b lém á k  k itű z é sé r e  v e ­
z e tn e k  b e n n ü n k e t ; e z e k  u gyan , h a  ú g y  akarjuk , a n a litik a i p ro b lém á k ,.
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•de e z e k n e k  a  fe lá llítá sára  az a n a líz is  m aga  so h a se m  n yú jto tt v o ln a  
a lk a lm a t. D e az a n a líz isn ek  h a s z n a  van  b e lő lü k  ép  úgy, m in t  a  h o g y  
h a szn a  van a zo k b ó l, a m elyek et a  fizika sz ü k sé g le te in e k  a  k ie lé g íté s e  
■czéljából kell m e g o ld a n ia .
H atározottan  n a g y  e lőn ye  a g e o m e tr iá n a k , h o g y  az érzék ek  s e g í t s é ­
g é r e  le h e tn e k  az érte le m n e k  é s  tá m o g a tjá k  a k ö v e te n d ő  ú t m e g k e r e sé ­
s é b e n , ezért so k a n  szeretik  az a n a l íz is  p r o b lé m á it  g eo m etr ia i a lak ra  
h o z n i. Sajn os, é rz ék e in k  n e m  tu d n a k  valam i m e ssz ir e  v eze tn i b e n n ü n ­
k et é s  c se rb en h a g y n a k , m ih elyt tú l a k a ru n k  m e n n i a k lassz ik u s h á r o m  
m é r e te n . A zt je le n t i ez , hogy e z e n  a  szű k  te r ü le te n  tú l, a  m e ly r e  a 
v é g z e t  lá tszó la g  v issza  akar b e n n ü n k e t  szorítan i, c sa k  a tiszta  a n a líz isr e  
sz á m íth a tu n k  é s  h o g y  m in d e n  h á r o m n á l több m é r e tű  g e o m e tr ia  h iá b a ­
v a ló  é s  tárgyta lan  ? A  m eg elő ző  n e m z e d é k b e n  a  le g n a g y o b b  tu d ó so k  
e r r e  « ig en » -n e l fe le tte k  v o ln a k ; m a  m á r  a n n y ira  m e g b a r á tk o ztu n k  e v ­
v e l  a  fo g a lo m m a l, h o g y  nem  k e ltü n k  n a g y  c so d á lk o z á st, m ég  h a  e g y e ­
te m i e lő a d á sb a n  b e sz é lü n k  is róla.
D e  m ire  le h e t  h a s z n á ln i ? K ö n n y ű  ezt m e g lá t n i : e lő szö r  is  n a g y o n  
k é n y e lm e s  n y e lv et szo lgá lta t, a -m e ly  n agyon  r ö v id en  fejezi ki azt, a  
m it  az  a n a líz is  r e n d e s  n ye lve  te r je d e lm e s  m o n d a to k b a n  adna e lő . T o v á b b á  
ez  a n ye lv  u g y a n a zo n  n éven  n e v e z i a  h ason ló  d o lg o k a t é s  m e g á lla p ítja  
a  h a so n ló sá g o k a t, úgy  h ogy  m eg  s e  fe le jtk e z h e tü n k  ró lu k . T e h á t  m é g  
le h e tő v é  te sz i sz á m u n k r a  az e lig a z o d á s t  is  eb b e n  a  térb en , a m e ly  t ú l ­
sá g o sa n  n agy  n e k ü n k  é s  a m e ly e t n e m  lá th a tu n k , ú g y  hogy sz a k a d a tla ­
n u l e m lé k e z e tü n k b e  id éz i a lá th a tó  teret, a m e ly  e n n e k  k é tsé g k ív ü l  
csa k  tö k é le tlen  k é p e , d e  m ég is  c sa k  k é p e . Itt m e g in t ,  é p  ú gy , m in t  az  
ö ssz e s  e lő ző  p é ld á k b a n , az e g y sz er ű v e l való h a so n la to ssá g a  érte ti m e g  
v e lü n k  a  b o n y o lu lt  d o lg o t.
Ez a  h á ro m n á l tö b b  m éretű  g e o m e tr ia  n e m  e g y sz er ű  e le m z ő  m é r ­
ta n , n e m  tisz tán  q u a n tita tiv , h a n e m  q u a lita tiv  is  é s  fő leg  ez  te sz i é r ­
d e k e s s é . A z Analysis Situs  fo n to ssá g a  ren d k ív ü li é s  e z t  n em  tu d o m  e lé g  
n y o m a ték k a i e m lí t e n i ; e lé g  v o ln a  e n n e k  a b izo n y ítá sá ra  az, h o g y  m ily e n  
h a sz n o t h ú zo tt b e lő le  R iemann , le g k iv á ló b b  m e g te r e m tő in e k  eg y ik e . K ell, 
h o g y  e z t  tö k é le te se n  m e g  leh esse n  m a jd  sz e rk esz te n i a  m a g a sa b b r en d ü  
te r e k b e n ;  oly e sz k ö z ü n k  lesz  akkor, a  m e ly ly e l v a ló sá g g a l a tér fö lö tti d o l­
g o k b a  lá th a tu n k  é s  a  m e ly  h e ly e tte s íth e t i  é r z é k e in k e t .
A z Analysis Situs  problém ái ta lá n  föl se  m e r ü lte k  v o ln a , h a  c sa k  
az a n a líz is  n y e lv ét h a s z n á ljá k ; v a g y is  in k áb b  c sa ló d o m  : b izon yára  fe l ­
m e r ü lte k  volna, m e rt m eg o ld á su k ra  a z  a n a líz isb en  a k érd ések  e g é s z  
tö m e g é n é l  sz ü k sé g  v a n ; d e  e ls z ig e te lte n  kerü ltek  v o ln a  szóba, e g y m á s ­
u tá n  é s  a  n é lk ü l, h o g y  k özös k a p c so la tu k a t  é sz re  le h e te t t  v o ln a  v e n n i .
F ő k é p e n  az á ta lak ítások  és c so p o r to k  fo g a lm á n a k  b e v e ze tése  o k o z ta
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a g e o m e tr ia  ú ja b b  h a la d á sa it . E n n e k  k ö szö n h e tjü k , h o g y  a g e o m e tr ia  
m á r n e m  tö b b é -k e v é s b b é  é rd ek es , e g y m á su tá n  jö v ő , d e  eg y m á sh o z  n e m  
h a so n ló  té te lek  g y ű j te m é n y e ,  h a n e m  e g y ség re  te tt  szert. É s m á srészrő l  
a tu d o m á n y o k  tö r té n e té n e k  n e m  szab ad  e lfe le jte n ie , h ogy ép  a  g e o ­
m etr ia  ad ott a lk a lm a t  a  fo ly to n o s á ta lak ítások  r e n d sz e r e s  ta n u lm á n y o ­
zására, úgy  h o g y  a  t isz ta  g e o m e tr ia  hozzájáru lt a  m a g a  részérő l a  c s o ­
p o rt fo g a lm á n a k  a  fe jlő d é sé h e z , a m e ly  a n n y ira  h a sz n o s  a m a th e m a tik a  
tö b b i á g a ib an .
V a lam ely  a lg e b r a i g ö r b é n  fekvő p o n to k  cso p o rtja in a k  Brill é s  Noether 
m ó d já n  való v iz s g á la ta  sz in té n  h a sz n o s  e r e d m é n y e k r e  fog v e z e tn i ak á r  
k ö z v e tle n ü l, a k á r  m á s  h a so n ló  e se te k e t  véve  m in tá u l.  Igv lá tju k  kifej­
lő d n i a g e o m e tr iá n a k  eg y  e g é sz  fe jezeté t, a m e ly b e n  va lam ely  fe lü le te n  
rajzolt g ö rb ék  s z e r e p e  h a s o n ló  v a la m ely  g ö rb én  le v ő  p o n t-cso p o rto k éh o z . 
E zért m átó l fo g v a  r e m é lh e tjü k , h o g y  k e z d e n e k  m e g v ilá g o so d n i a  fe lü ­
le te k  e lm é le té r e  v o n a tk o z ó  é s  o ly  m a ra d a n d ó k n a k  te tsző  u to lsó  m is z té ­
r iu m o k .
A geometria tehát óriási mezőn arathat é s  még figyelmen k ívü l hagy­
tam az enumerativ geometriát, főleg pedig az infinitezimális geometriát, 
a melyet Darboux o ly  sikeresen művel és a melyet oly szépen gazdagí­
tott Bianchi.
A cantorism us.
Beszéltem már arról a szükségletről, hogy minduntalan vissza kell 
térnünk tudományunk alapelveire és arról a haszonról, a mely ebből 
az emberi értelemre háramlik. Ez a szükséglet hozott létre két kísér­
letet, e melyek igen nagy helyet foglaltak el a mathematika legújabb 
történetében. Első a cantorismus, a mely jól ismert szolgálatokat tett a 
tudománynak. A cantorismus egyik jellemző vonása, hogy a helyett, 
hogy mind bonyolultabb szerkesztések felépítésével emelkednék az 
általánoshoz s szerkesztés útján értelmezve, a genus supremurn-ból 
indúl ki és a m int a scholastikusok mondták volna, csak p er  genus 
pro x im vm  et d ifferen tiam  speeificani értelmez. Innen ered az az ide­
genkedés, a melyet valamikor sokakban felkeltett, pl. HERMiTE-ben, a ki­
nek kedves gondolata volt a mathematikát a természettudományokhoz 
hasonlítani. Nagyrészünknél ezek az aggodalmak eloszlottak, de megtör­
tént, hogy megütköztünk bizonyos paradoxonokon, bizonyos látszólagos 
ellenmondásokon, a melyek az eleai Zenont és a megarai iskolát öröm­
mel töltötték volna el. Es akkor mindenki keresi a megoldást. En a 
magam részéről úgy gondolom és e tekintetben nem vagyok egyedül, 
hogy a legfontosabb mindig csak oly dolgokat bevezetni, a melyeket 
véges számú szóval teljesen értelmezhetünk. Bármily megoldást fogadunk
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e l, r e m é lh e tjü k  a n n a k  a z  orvosn ak  a z  ö r ö m é t, a kit v a la m e ly  szép  k ór­
e se t  v izsgá la tára  sz ó líto tta k  fel.
A postulatm nok felü lv izsgálása .
M á srészrő l arra tö r e k e d n e k , h o g y  fe lsoro lják  a  k ü lö m b ö z ő  m a th e-  
m a tik a i e lm é le te k  a la p já u l szo lgá ló  tö b b é -k e v é sb é  rejtett a x ió m á k a t é s  
p o stu la tu m o k a t  H ilbert ju to tt  a le g s z e b b  e r e d m é n y e k h e z . E le in te  ú g y  
lá tsz ik , h o g y  ez a t e r ü le t  nagyon k o r lá to lt  é s  ha a le ltá ro z á sn a k  v é g e  
v a n , n e m  m arad s e m m i h a la szth a ta tla n  ten n iv a ló . D e  a  m ikor m á r  
m in d  fe lso ro ltu k , sok  m ó d  lesz  m in d n y á ju k  o sz tá ly o z á sá r a ; a  jó  k ö n y v ­
táros m in d ig  talál v a la m i fog la la tosságot é s  m in d e n  o sz tá ly o z á s  tan u lsá ­
g o s  le s z  a  filozó fu s s z e m é b e n .
*
B e fe je z e m  ezt a  s z e m lé t ,  a m e ly r ő l n a g y o n  sok  o k b ó l n e m  h ih etem , 
h o g y  te lje s sé  tu d n á m  te n n i ,  m in d e n e k e lő tt  azért, m ert m á r  tú lsá g o s  h osz-  
sz a sa n  v e tte m  ig é n y b e  figyelm ü k et. A z t  h isz e m , ezek  a  p é ld á k  e lé g g é  
m e g  fog ják  m u ta tn i, m ily e n  m ód on  h a la d ta k  a m a th e m a tik a i tu d o m á ­
n y o k  a  m ú ltb a n  és  h o g y  m ily  irá n y b a n  k e l l  h a la d n io k  a  jö v ő b e n .
Poincaré Henri.
F o rd íto tta : Kelemen Ignácz.
K é r e le m .
A  M a th e m a tik a i é s  P liy sik a i L apok f. é v i  VII. fü z e té h e z  postai befize tő  
lap ot m e llé k e lte m . F e lk é r e m  a T ársu lat ig e n  tisz te lt ta g ja it é s  e lő fize tő it, 
h o g y  a m e llé k e lt  b e fize tő  la p o t e lőző  é v i h á tra lék os, i l le tő le g  m o st m á r  
e se d é k e s  1 0 1 1 . év i ta g sá g i dijaik b e f iz e té sé r e  fe lh a sz n á ln i sz ív esk ed jen ek , 
a n n y iv a l is  in k áb b , m e r t  a b e  n e m  folyó hátralékos d íjak at feb ru á r  h ó b a n  
p osta i m e g b íz á s  útján  fo g o m  bekérn i, a m i k ö ltsé g tö b b le te t  okoz. K érem  
e g y sz e r sm in d  az ig e n  t is z te lt  tagokat arra is , h o g y  m in d e n  la k h ely , v a g y  
lak ásvá ltozta tásró l le v e le z ő la p o n  é rtes íten i sz ív esk e d je n e k , h o g y  a fü ze tek  
sz é tk ü ld é se  k örü l zavarok  n e  tám adjanak.
B u d a p e ste n , 1 9 1 0 . év i d ecem b er  h ó  3 1 -é n .
Dr. Léoay Ede, pénztáros.
VI., Nagy János-utca 37. sz.
Utalvány cím : Math, és Phys. Társ. 5997. sz. cheque-számlájára.
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E z en  k é sz ü lé k  lá m p a -sz e k r én y e  leg jo b b  m in ő ség ű  a c z ó lle m e z e k b ő l van  
k é sz ítv e , e te r n it -b é lé s s e l  é s  k itűn ő s z e llő z te tő  sz e r k e z e tte l v a n  e llá tv a , 
1 2 0  m m . á tm . k e ltő s m e g v ilá g itó le n c sé v e l (K o n d e n so r ), haj tó csa v a rra l e líá lo tt  
o b jek tív -fo g la la tta l, egy  e b b e  illő  k ilün ő  v e t ít é s i  o b jek tiv v e l, a fin o m  b eá llítá s  
r észére  sz o lg á ló  m ik ro m éter-csa v a rra l é s  to ló sz e r k e z e tte l e l lá tó it  kettős k é p ­
váltó k e r e tte l  van fe ls z e r e lv e . A k o n d e n so r - le n c sé k  a lá m p a ta r tó  szek rén y en  
kívü l v a n n a k  e lh e ly e zv e  é s  a len csék  k ö z t fe lm e le g e d ő  le v e g ő  a k o n d en so r l  
tarló  c ső  fe lső  részén  lev ő  é s  egy  kis fed ő v e l b o r íto tt n y ílá so n  á l  távozhatik . 
A k o n d e n so r  m ögött eg y  k a li-iiv eg b ő l k é s z íte t t  v é d ő lem e z  v a n  e lh e ly e z v e . —  
A k é sz ü lé k , m e ly  egy á ttö rt vastalapzatra v a n  fe ls z e r e lv e , le l j e s e n  fém b ől van  
k é sz ítv e . —  A b ron zb ó l k é sz íte t t  o b je k liv e t  tartó  e lő r ész  e g y  m ik r o m ete r-  
csavar s e g é ly é v e l m agasab b ra  é s  m é ly eb b re  á llíth a tó . Az o ld a la jtó v a l és b ár­
so n y b ó l k é sz ü lt  fó n y e lzá r ó -fü g g ö n y n v e l e llá to tt  k é sz ü lé k  óra fe n t i fe ls z e r e lé s ­
se l lám pa nélkül K ‘2(H ) .—-
Csak k ö z é p isk o lá k  r é sz é r e  eg y  p la lin a -b a r r e lle r  
állván yn ya l 20  korona. B ő v e b b  le ír á ssa l é s  a 
b a r retterre  vonatk ozó  c z ik k ek  k ü lö n len y o m a tá v a l M agyarország  r é s z é r e  s z ív e ­
sen  sz o lg á l Gáti Béla, Budapest, V I I . ,  D ainjanicli-utcza 37. 
A  G á ti-b a rrettert N é m eto r sz á g b a n  Hans B oas, B e r lin , K ra u tstr a sse  5 2 ., A n g liá ­
ban H obt W . P au l, N e w -S o u th g a le , L ondon N ., F ra n cz ia o r sz á g b a n  Zivy e t Co, 
B ou levard  M agenta 2 * . P a r is ,  O roszországban  0 .  R ich ter  p e r s . d e  l’am irau ló  
N o 4. St. P e ler sb o u r g , k é p v ise li. A leg á lta lá n o sa b b  é s  legel I érj ed  le b b  váltakozó  
áram ú m é rő e sz k ö z  é s  d e m o n s tr á c z ió s  k é s z ü lé k  a gyen ge á r a m ú  e lek tro ­
tech n ik á b a n  s e .m e l l e t t  a le g m o d e r n e b b  é s  le g o lc só b b  is.
Veti tőkészülék «Calderoni I. H.»
E zen  k é sz ü lé k , m ely  u g y a n o ly a n  sz e r k e z e tű  m in t a tú lo ld a li,  eg y  á lta lunk  
s z e r k e sz te t t  h ű tő v e l van m é g  e llá tva , m e ly  a m egvilág ító  l e n c s é k  k özé  van  
ig ta tv a . —  E z en  fe ls z e r e lé s  v e t ítő  k é sz ü lé k ü n k e t  a le g tö k é le te se b b  ily n em ű  
k é sz ü lé k k é  avatja . Ára lám pa nélkül K 350.—
A  v e litő k é sz ü lé k e in k h e z  fe lsze re lt  h a jtó csa v a rra l e llá to tt  o b jek tiv  fog ­
la la tb a  t e ts z é s  sz e r in t i 6 k ü lö n fé le  g y ú lá v o lsá g u  v e títé s i o b je c tiv e t  leh et  
e lh e ly e z n i,  m e ly n e k  g y ú tá v o lsá g a  15 0 , 2 0 0 ,  2 5 0 , 31 0 , 3 5 5 ,  4 0 5 ,  m m . —  
M in d en  k é sz ü lé k h e z  a fe n tje lz e t t  árban csa k  e g y  darab ily e n  v e t íté s i  ob jektiv  
ta rto z ik . —  M in den  továb b i o b jek tiv  ára d a r a b o n k é n t K 24.—
V e títő k é sz ü lé k e in k  a m e r ő le g e s  és v íz s z in te s  síkb an  v é g b e m e n ő  v e títé sre ,
v a la m in t m ik r o sk o p ik u s v e t ít é s r e  is, ú g y s z in té n  sz ín k ép ek , in terl'eren ciá lis
tü n e m é n y e k , fé n y e lh a jlá s i, fén y sa rk itá si é s  k e ttő s  törési k ísé r le te k  stb . v e t i-  
té só r e  is a lka lm asak . E zen  m e llé k e sz k ö z ö k r ő l addig is, m ig  az  ezek rő l szó ló  
k ü lö n  á r jeg y z ék ü n k  m eg fo g  je le n n i,  k ív á n a tr a  sz ív e se n  k ü ld ü n k  r é sz le te s  
k ö ltsé g v e té se k e t . V e títő k é sz ü lé k e in k e t  —  m e ly e k  a le g tö k é le te s e b b e k —  te ts z é s  
s z e r in t i  fé n y fo rr á ssa l, u . m . v illa m o s  ív fé n y n y e l, m észl'ónyn yel, a c e ty lé n n e l, b o r -  
s z e s z - iz z ó  fény n y e l stb . sz á llít ju k .
E lek tro m o s ív lám p a
leg jo b b  m in ő sé g ű  é s  fe le tte  erő s  
sz e r k e z e tű  (m e llék e lt  ábra sz e r in t)  
m e ly  h a jtó csa v a ro k  s e g é ly é v e l  
m in d e n  irán yb an  k ö n n y e n  m o z ­
g a th a tó , H 0 — 2 2 0  v o lt  f e s z ü lt ­
sé g ű  e g y e n -  vagy v á ltó á ra m h o z ,
5—5 0  A m p ere  á r a m e r ő ssé g ig  h a sz ­
n á lh a tó . Ára K 120. —
E lek tro m o s ív lá m p a
e g y sz e r ű b b  é s  k ön n y eb b  s z e r k e ­
zetű . Ára KítO.
B o r sz esz -izz ó íé u y lá m p a  lé g s ű r ítő v e l  e llátva, m e ly  3 0 0  gyertya­
fén y  ere jű  v ilá g ítá st  sz o lg á lta t . Á ra te lje sen  fe ls z e r e lv e  K 50*—
H árom láb ú  a sz ta lá llv á n y , m e ly  h a jtó c sa v a r -sz e r k e z e i s e g é ­
ly é v e l m agasab b ra  é s  m é ly e b b r e  á llíth a tó , fe lső  lapja p e d ig  a v e títő k észü lé k  
á lta l e s e t le g  m eg k ív á n t s z ö g  alá, ille tv e  fe r d e  á llásba  h o z h a tó . Ára K 1 1 0 . — ■
V etítési ern yő  fin o m  vászon b ó l 2 0 0  cm . n é g y z e tb e n , gyű rű k k el 
e llá tva . " Ara K 8 . —
E r n y ő -á llv á n y  fe n ti ern y ő  r é s z é r e ,  m ely  k ö n n y e n  é s  g yorsan  
sz é ts z e d h e tő . Ára sz e k r é n y b e n  K 30.—
V etítési ern yők  'z s in ó r r a l fe lh ú z h a tó  sz e r k e z e tte l. -—  E zen  e rn y ő k  
le g c z é lsz e r ü b b e n  a falra e rő s íte n d ő  2  v a stá m a szra  s z e r e le n d ő k , a zo n b a n  
b árh ová , e s e t le g  k ö z v e t le n ü l a falra is  fe le rő s ith e tő k . —  A z ern yők  árai 
a k ö v e tk e z ő k  :
2 0 0  2 4 0  3 0 0  3 6 0  4 2 0  4 8 0  c m . n é g y z e tb e n
Á ra 45.— 65. OO.— 145.— 200.— 24 0 .— korona.
Calderoni mű-és tanszervállalat részvénytársaság, Budapest, IY., Váci-utca 50.
Részletes nagy árjegyzék vetitőkészülékeinkről m unkában van.
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